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 الكتابمقدمة 
حاولت في هذا الكتاب ان ابسّط بعض مسائل بحوث العمليات والبرمجة الخطية، دون الخوض في 

الجوانب المعقدة من هذا الموضوع، ليكون مدخلا او مقدمة للمسائل الاكثر صعوبة وتفصيلا، وليزود 

تؤهلهم لاستخدام بحوث العمليات طلاب الجامعات في المراحل الاولية والعليا بالمعلومات الكافية التي 

 والبرمجة الخطية في الوصول الى الحل الامثل للمسائل الواقعية.

 

ظهرت التطبيقات العملية لاساليب بحوث العمليات لاول مرة ابان الحرب العالمية الثانية، وانطلقت من 

  المؤسسة العسكرية، ثم انتقلت الى الميادين الاقتصادية والصناعية والمدنية.

تعد بحوث العمليات احدى اهم الوسائل الرياضية المستخدمة في الدراسات الاقتصادية والاحصائية 

، وهي مجموعة من الطرق والاساليب الكمية التحليلية التي تسعى الى صياغة نماذج والادارية والعسكرية

عديد من الشروط أو تحتوي على العديد من المتغيرات، وكذلك على الرياضية للمشكلات العملية التي 

القيود التي هي على شكل متباينات اكثر منها على شكل متساويات، والتي تشترط ان تكون جميع 

 المتغيرات الاساسية متغيرات غير سالبة، وتساعد في حل هذه المشكلات. 

 قتومن اكثر الطرق التي تلعب دوراً هاماً في حل مثل هذه المشاكل طريقة البرمجة الخطية التي حق

 نجاحا كبيرا في تطوير اساليب معينة لحل المسائل التي لها دالة هدف خطية ومجموعة من القيود الخطية

 ( والقيود غير سالبة.)القيود الهيكلية 

الاول بعض مسائل بحوث العمليات )القرار الاداري وعمليات  الجزءتناول  جزأين:جاء هذا الكتاب في 

الثاني بعض مواضيع البرمجة الخطية )نماذج البرمجة  الجزءماركوف ونظرية المباريات(، بينما تناول 
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الخطية و الحل البياني لمسائل البرمجة الخطية و وتصنيف وخواص حلول البرمجة الخطية و طريقة 

يلة ومشكلة النقل(، كذلك فقد تضمن الكتاب العديد من الامثلة التوضيحية، السمبلكس والمشكلة البد

 بالاضافة الى تعزيز كل فصل بتمارين متنوعة وحلول هذه التمارين.

ارجو ان اكون قد قدمت خدمة متواضعة للباحثين ولطلبة الجامعات ، وارجو الله عز وجل ان تكون 

 ين منه.صالحة ومفيدة لجميع طلبة العلم والمستفيد

 

 الدكتور خالد زهدي خواجه
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 بحوث العمليات: الاولالجزء 
 

 الفصل الاول

 القرارات الادارية
Administrative Decisions 

 
 (Quantitative analysis)    مقدمة في التحليل الكمي  1.1

 اختيار حل معين من بين مجموعة من البدائل.هو  : تعريف القرار

ويواجه المدير العديد من المواقف التي  ،يختار ذلك البديل الذي يحقق اقصىىىىىىىىىىىىىىى فاعليةيحاول المدير ان 

 القرارات الى المجموعات التالية:سنقسم  تتطلب اتخاذ قرارات معينة.

 (CERTAINTY) ميع الحقائق معروفة بدقة كاملة(ظروف التاكد )جالقرارات في ظل  .1

حيث ان الحدث المنتظر ( UNCERTAINTY) القرارات في ظل ظروف عدم التاكد .2

 سب احتمالات مختلفة لكل حدث ممكنن كان يمكن تخصيص ن، واغير مؤكد

 تي تتخذ في فترة زمنية واحدة فقطالقرارات ال .3

 تي تتخذ في صورة تتابع زمني معينالقرارات ال .4

 عن البترول (القرارات التي يكون الطرف الاخر فيها هو الطبيعة ) التنقيب  .5

 ف الاخر فيها مفكر ) الاعلانات (ارات التي يكون الطر القر  .6
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 خطواط القرار     

 القرارات: د بها في اتخاذ اي نوع من انواع نسترشالتالية الخطوات العامة التي يمكن ان تمثل الخطوات    

 بح ممكن او اقل تكلفة ممكنه... (( الذي سيستخدم ) اقصى ر  Criterionحدد المعيار )   .1

 (Available Alternative) البدائل المتاحةحدد   .2

 مثلا قد نقرر بان التكلفة ،(Parametersحدد النموذج الممكن اسىىىىىىىىىتخدامه وقيم معلماته )   .3

C   تساوي 

    C = A + B ( الوحدات المباعةعدد )                    

                                         C = A + BX   

 حتى يمكن استخدام النموذج  B , Aفهنا لابد من تحديد قيم  

 ذي تم استخدامه في الخطوة الاولىحدد ذلك البديل الذي يتمشى مع المعيار ال   4.

 مثال:

هل نقبل هذا الامر  ،دينار للوحدة 50وحدة من سىىىىىىىلعة معينة الى الحكومة بسىىىىىىىعر  1000ان نبيع يمكننا 

 مع معرفة ان الشركة لديها طاقة عاطلة؟

 ظيم الربحالمعيار هو تع  .1

 :البدائل المتاحة هي  .2

i. قبول الامر 

ii. رفض الامر 

 وحدة ونموذج التكلفة هو: 1000نحتاج الى معرفة التكلفة الاضافية لانتاج   .3

 

                C = A + 1000 B 
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وان التكلفة  ،(A=5000اي ) ،دينار 5000افترضنا ضرورة شراء معدات معينة تكلفتها واذا      

التكلفىة الكليىة لتنفيىذ هىذا تكون  ،(B = 30اي ) ،دينىار 30هي  واحىدة المتغيرة لانتىاج وحىدة

  الامر

             = 5000 + (1000) 30 

             = 35000  
بينما الربح  العرض، لو قبلنا 15000 =( نجد ان الربح 50000نقارن التكلفة بسىىىىىىىىعر البيع )  .4

 صفر لو رفضناه اذن نقبل الامر.
 

ولكن حين التعامل مع مشاكل  ،لقد استخدمنا في المثال البسيط معلومات اساسية واساليب حسابية بسيطة

وكمية كنظرية الاحتمالات والرياضىيات والاحصاء  تحليلبةاكثر تعقيدا فان الامر يتطلب اسىتخدام اسىاليب 

 .والبرمجة الخطية وغير الخطية والديناميكية

 (Quantitative model) بناء النموذج الكمي 2.1

 (Abstration)  التجريد

حالة  يفهناك عدد لاحصىىىىىر له من الحقائق في ا ،الشىىىىىديدان المشىىىىىاكل الادارية الواقعية تميل الى التعقيد 

كل فعل محتمل ) او قرار محتمل( يبدأ بسلسلة من السبب والاثر والتفاعل "  ،، وبالاضافة الى ذلكواقعية

 التي ليس لها اي نهاية منطقية"

المشىكلة حتى يمكن فالعقل البشىري لايسىتطيع )باي حال من الاحوال( ان ياخذ في الاعتبار جميع جوانب 

 اتخاذ قرار.

 القرار بتخفيض الوضع الى تلك العوامل التي يعتبرها اكثر ارتباطا بالمشكلة التي يواجهها.فيقوم متخذ 

من تجاهل بعض نواحي فالتجريد يعتبر الخطوة الاولى والضىىىىىىىىىرورية في حل اي مشىىىىىىىىىكلة ادارية، اي لابد 

 فيتم تجريد عوامل اسىىىىاسىىىىية او اسىىىىتخدام  ،خطا في التجريد المشىىىىكلة حتى يمكن اتخاذ القرار. ولكن قد يقع
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بدقة وفق دراية تامة ودراسىىىىىىة  (ولهذا يجب اختيار العوامل )المتغيرات ،عوامل غير كافية في بناء النموذج

 .معمقة

 بناء النموذج

الفعلية بادماجها مع بعضىىىىىىىىىىىها يقوم متخذ القرار بعد اختيار العوامل الاسىىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىىية او المتغيرات في الحالة 

والنموذج هو تمثيل مبسىىىط للموقع  ،بحيث تكون في النهاية نموذجا لهذه المشىىىكلة ،البعض بصىىىورة منطقية

 ،العملي

 -ويمكن تلخيص مزايا  النموذج البسيط فيما يلي:

 والمجهود العقلييوفر في الوقت   .1

 فهمه بسهولة بواسطة متخذ القرار يمكن  .2

 تعديل النموذج بسرعة وكفايةفي حالة الضرورة يمكن   .3

فمثل هذا النموذج سىىىىىىىيتطلب  ،يهدف متخذ القرار الى بناء نموذج يشىىىىىىىايه الحالة الواقعية في كل شىىىىىىىيء لا

 ي فهمه بعد ذلك.مدي بنائه وربما يصعب على العقل الآوقتا لانهائي ف

 حل المشكلة

 ام التحليل المنطقي لهذا النموذجيتم حل المشكلة او اتخاذ القرار باستخد

 القرارات الادارية وفكرة الاحتمالات  3.1

Administrative decisions and the idea of probability 

 

والنوع الثاني من  ،عدم التاكدظروف ظل  تتخذ القرارات الادارية اما في ظروف تقترب من التاكد او في

عادة والتحليل الكمي المطلوب في النوع الاول من القرارات  ،في الحياة العملية القرارات هو الاكثر شىىىىىيوعاً 

وتحقيق هذا الهدف يكون غالباً  ،هدف معين ) ارباح او انتاج ( (Maximizingيتخذ شىىىىىىىىىىىىىىكل تعظيم )

 خاضعاً لعدة قيود.
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  1000الاول قبول الامر والثاني رفض الامر لعقد حكومي مقداره  :بين بديلينفي مثالنا السىىىىىىىىىىىىىىىابق قارنا 

دينار  15000ويعتبر هذا قرار في ظل ظروف تاكد كاملة واتضىىىىىىح لنا ان الارباح سىىىىىىتزداد بمقدار  ،وحدة

 ولهذا السبب فقد اخترنا هذا البديل. ،في حالة قبول الامر

 تي:سنغير هذا الوضع قليلًا كالا ولنفترض اننا

 1000وحدة او  250وحدة او  100فهي قد تكون  ،هناك عدم تاكد بالنسىىىىىىىبة للمسىىىىىىىتوى الحقيقي للمبيعات

 بدائل المتوفرة لنا مرة اخرى هي:وحدة وال

 ي ربح او خسارة تتحقق نتيجة لذلكونقبل ا ،ان نقوم بتسويق المنتج .1

 ع باكمله، ونحقق ربحاً مقداره صفران نرفض المشرو  .2

ولكن يمكن  ،تتحقق قبىىىل ان نعرف كميىىىة الطلىىىب الحقيقيىىىة (دينىىىار 5000)ة التكلفىىىة الثىىىابتىىىنفترض ان ول

 تصنيع الوحدات بعد معرفة الطلب )بمعنى انه ليس هناك مشكلة مخزون سلعي(.

 اذا قمنا بتسويق المنتج: ،ولنقم بحساب كمية الربح المحقق لكل مستوى من المبيعات

 

 (المبيعات)الحالة السائدة  او الخسارة( الربح)الناتج  

3000- 100 

0 250 
15000 1000 

 

فلو كنا متاكدين  ،على احتمال حدوث كل مسىىىىىىىتوى من مسىىىىىىىتوى المبيعاتوالواقع ان احسىىىىىىىن بديل يتوقف 

اما اذا كانت  ،وحدة فاننا سىىنقوم بتسىىويق السىىلعة بدون اي تردد 1000تماما ان مسىىتوى المبيعات سىىيكون 

ونتجنب خسىىىارة قدرها  ،وحدة بالتاكيد فاننا سىىىنرفض المشىىىروع بدون اي تردد ايضىىىاً  100المبيعات سىىىتكون 

 اي بديل سيكون سواء لدينا. فان اختيار ،وحدة 250وفي حالة مستوى مبيعات  ،دينار 3000
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وهناك  ،فان متخذ القرار يعمل في ظل معلومات غير كاملة ،وعندما تكون الحالة السىىىىىىىىىىىىىىائدة غير معروفة

وطبقاً لهذه القاعدة يقوم متخذ القرار  ،من اشىىىىىىهرها قاعدة بيزوتعتبر  ،عدة وسىىىىىىائل لمعالجة هذه المشىىىىىىكلة

 بالعمليات الحسابية الاتية لكل قرار محتمل:

 ئمة بالحالات السائدة ) المتوقعة(اعداد قا  .1

 تخصيص وزن احتمالي لكل حالة  .2

 متوقع للحالات السائدة لفعل محددحساب الناتج ال  .3

نقوم بضىىرب احتمالات حدوث كل حالة سىىائدة بناتج هذا الفعل ناتج ) نحسىىب التوقع لكل   .4

والنتيجة  ،عاتجمع التوق)اي نثم نقوم بجمع حواصىىىىىىىىىىىل الضىىىىىىىىىىىرب هذه  والحالة السىىىىىىىىىىىائدة (

 " القيمة المتوقعة للفعل".النهائية يطلق  عليها 

يز وهو يتضىىىىمن اعلى قيمة متوقعة هو حل ب والقرار الذي ،نقوم بهذه العمليات الحسىىىىابية لكل فعل محتمل

 الواجب اختياره.

% 40وحدة هو  100اذا كان متخذ القرار يشىىعر بان احتمال بيع  ،وبتطبيق قاعدة بيز على مثالنا السىىابق

 % نتبع ما يلي:20وحدة هو  1000ع % ايضاً وان احتمال بي40وحدة هو  250وان احتمال بيع 

 مثل البيانات في الجدول التالي:ن

 التوقع للربح

 الربح(× )الاحتمال 

 المبيعات الاحتمالات الربح

1200- 3000- 0.40 100 

0 0 0.40 250 
3000 15000 0.20 1000 
1800    
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مجموع حاصىىىىل ضىىىىرب الاحتمال في  الربح المتوقع ) او القيمة النقدية المتوقعة ( لتسىىىىويق هذا المنتج هو

وبالتالي وباسىىتخدام قاعدة بيز  ،صىىفر في حالة رفض المشىىروعبينما يسىىاوي  ،دينار 1800 الربح ويسىىاوي 

 فاننا نقوم باتخاذ قرار بتسويق هذا المنتج.

 اذ القرارات في الحالات التالية:هذا ولابد من الذكر بان الحكم الشخصي يدخل في عملية اتخ

 الوزن الاحتمالي لكل حالة سائدة عند اختيار •

 عند اختيار الهدف او المعيار •

 

  Decision theory  نظرية القرار 4.1

تهتم نظرية القرار بصفة رئيسية بكيفية مساعدة الافراد )او المنظمات( في صنع واتخاذ القرارات وبتحسين 

عمليىىة اتخىىاذ القرارات في ظىل ظروف عىدم التىىاكىد، وتمكن نظريىة القرار متخىىذ القرار من تحليىىل مجموعة 

 لعديد من النواتج.العديد من البدائل واتتضمن من الاوضاع المعقدة والتي 

 ،وسنعالج في هذا الجزء من اتخاذ القرارات في ظل ظروف عدم التاكد. وسندرس قرارا شائعا الى حد كبير

 حيث سيكون هناك عدة افعال محتملة وعدة حالات سائدة.

 مثلا الافعال المحتمله

 تحديد عدد الوحدات الواجب شراؤها من منتج ما •

 بوليصة تامين ضد الحريقدم شراء  شراء او ع •

 تغيير او عدم تغيير سعر منتج معين •
 

 (Prevalent Cases)      ) الاحداث المحتملة الوقوع ( الحالات السائدةوتكون 

 2,1,0,..…,50الطلب على المنتج قد يكون   •

 ريق او لايشتعلقد يشتعل الح •
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 1,0,..…,10اذا قمنا بتغيير السعر فان عدد الوحدات المباعة ستكون  •

فاننا نخصىىىىىىىىىىىىىىص توزيعا احتماليا للحدوث  ،ونتيجة لعدم معرفة اي الحالات السىىىىىىىىىىىىىىائدة هي الحالة الحقيقية

اقتنع متخذ القرار بان حادث، ويمكن ان يسىىىىىىىىىىىتند هذا التوزيع الاحتمالي على الماضىىىىىىىىىىىي اذا المحتمل لكل 

 وعلى كل فالحكم الشخصي يتدخل الى حد كبير في تحديد الاحتمالات. ،التاريخ سيعيد نفسه

 

 مثال:

سىىىىىت لها والوحدات غير المباعة  لي ،دنانير 5وسىىىىىعر بيعها  ،دنانير 3اذا كانت تكلفة الوحدة من منتج ما 

ويظهر الجدول التالي الحالات السىىىىىىىىىىىىىىىائدة المتوقعة )حجم الطلب المتوقع( وكذلك الاحتمال  ،قيمة كخردة

 الخاص بكل حالة.
 

 الطلب الاحتمال

0.05 0 
0.40 1 
0.55 2 

 

 فما هو عدد الوحدات الواجب اصدار امر بشرائها؟

 

 الحل:

 الارباح المشروطةالخطوة الاولى في الحل هي اعداد جدول 
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  البدائــــــــــل 

ـاح
ــــــــ

لاربــ
ا

   

 شراء

2 

 شراء

1 

 شراء

0 

 الحالة السائدة الاحتمال

 )الطلب(

6- 3- 0 0.50 0 

1- 2 0 0.40 1 

4 2 0 0.55 2 
 اقصى ربح 0 2 4

 اقصى خسارة 0 -3 -6

 

وان اتخاذ قرار بعدد  ،قطع او اكثر 3شىىىىىىىىىىىىىىراء وحدات = صىىىىىىىىىىىىىىفر فلا يمكن  3وبالطبع مادام احتمال بيع 

 الواجب شراؤها معقد رغم بساطة المشكلة.الوحدات 

 

     Decision Criterion معيار القرار  5.1

 هناك عدة معايير يمكن لمتخذ القرار ان يختار احداها:

 تعظيم اقصى ربح ممكن  Maximaxمعيار  .1

 :عليه عند كل بديلويتم ذلك بان نحدد اقصى ربح يمكن ان نحصل  

واقصىىى  ،2هو  1ي حالة شىىىراء ف واقصىىىى ربح ،اقصىىىى ربح في حالة شىىىراء صىىىفر يسىىىاوي صىىىفر 

  4هو  2شراء  في حالةربح 

 اذن نختار الحالة الاخيرة او البديل الاخير اي شراء وحدتين.
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هذا  ويروق  ،واحتمالات تحقيق الربح او عدم تحقيقه ،المحتملةولكن هذا المعيار يهمل الخسىىىىىىىىىىىىىىائر 

حيث انه سىىىىىىىىيحاول  ،ولكن غالباً ما ينتهي الامر الى خسىىىىىىىىائر كبيرة ،شىىىىىىىىخص مغامر جداً لالمعيار 

والواقع انه من المرغوب فيه منطقياً ان ندخل  ،دائماً القيام بمشروعات احتمالات نجاحها بسيط جداً 

وفي مثالنا  ،نجاح والفشىىىىىىىىىل معا دون الاقتصىىىىىىىىىار على احداهما دون الاخرفي اي قرار احتمالات ال

 0.0001هو  ولكن لو افترضىىىىىنا ان احتمال بيع وحدتين ،هذا فان الامر سىىىىىيصىىىىىدر بشىىىىىراء وحدتين

 فهل يكون قرار شراء وحدتين معقولا؟

 

 الحد الادنى للحدود القصوى  Minimaxمعيار  .2

، -3، 0لاقصى خسارة، فان الخسارة القصوى في مثالنا هي ة ىىىىىار ادنى قيمىىىىىار نختىىىىىفي هذا المعي

 وبهذا نختار البديل الاول اي عدم شراء اي وحدة كي نحقق اقل خسارة ممكنة. ،على التوالي -6

نفعل شىىىىىىىىىىيئاً " الا اذا كان  لان والنقد الذي يوجه الى هذا المعيار هو انه يؤدي غالبا الى قرار " با

وبالطبع فان متخذ القرار  ،هذا المعيار بالتحفظ الشىىديد يتسىىمولهذا  ،احتمال الخسىىارة يسىىاوي صىىفر

 وفق هذا المعيار ينتهي به الامر في النهاية الى ما يقرب من " الموت من الجوع".

  

 Equal Probability Criterion   معيار الفرص المتساوية للحدوث .3

وبالتالي يختار البديل الذي يعطي اكبر ربح  ،يفترض هذا المعيار تسىىىىىىىىىىىىىىاوي احتمالات كل البدائل

 كل بديل ويقسمه على عدد الحالات ويختار اكبر ربح.اي يجمع ارباح  ،في المتوسط

ولكن  ،والنقد الذي يوجه الى هذا المعيار هو انه يفترض تساوي احتمالات وقوع الاحداث المختلفة

 عن احتمال وقوع كل حادث. –ولو بسيطة  –تكون لدينا فكرة  في الواقع العملي من النادر ان لا
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وليس هناك سىىىبب يدعونا الى افتراض تسىىىاوي فرص وقوع  ،وفي مثالنا فاننا اعطينا توزيع احتمالي

 الاحداث جميعاً. ويفضل دائماً استخدام افضل تقدير للاحتمالات بدلا من افتراض تساويها.

 

 معيار الاحتمال الاقصى للحدوث .4

 Maximum Probability of Occurrence Criterion of 
   اي اننا ناخذ  ،اساس القرار هنا هو ربح الحدث الذي ترتبط به اعظم الاحتمالات للوقوع     

 ثم نختار احسن  ،الاعتبار فقط نتائج الحالة السائدة التي يحتمل حدوثها اكثر من غيرهافي      

 تصرف لهذه الحالة. وفي مثالنا فان هذه الحالة هي طلب وحدتين والتي تؤدي الى قرار      

 . 4شراء وحدتين حتى يكون الربح      

 يمكن ان يكون صحيحاً خاصة اذا كانت الاحتمالات قريبة جداً من  ولكن هذا القرار لا     

 ة.ردالمباعة كخوكان هناك قيمة للوحدة غير  ،بعضها     

   ،ثم ان هذا المعيار يتجاهل نتائج جميع الحالات ما عدا تلك الحالة ذات الاحتمالات الاعلى     

 ولهذا فانه يفشل في استخدام معظم المعلومات المتوافرة لمتخذ القرار مما يجعله يتخذ      

 قرارات غير مناسبه في بعض الاحيان.     

 

   Bayes' Criterion معيار بيز .5

وفي مثالنا نحسىىىىىىىىىىىىب التوقع لكل بديل ونختار البديل  ،شىىىىىىىىىىىىرح طريقة بيز او قاعدة بيزلقد سىىىىىىىىىىىىبق 

 وقع ويظهر ذلك في الجدول التالي: صاحب اكبر ت
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 شراء صفر شراء وحدة شراء وحدتين

- 6 × 0.05 = - 0.30  - 3 × 0.05 =  - 0.15 0 × 0.05 

-1 × 0.40 = - 0.40 2 × 0.40 = 0.80 0 × 0.40 
 4 × 0.55 =    2.20 2 × 0.55 = 1.10 0 × 0.55 

                  1.50                  1.75    0 

ولهذا فالقرار يكون بشىىىىىراء  واحدة، والتصىىىىىرف او البديل الذي يؤدي الى اعلى قيمة متوقعة هو شىىىىىراء وحدة

 ويعتبر المعيار الاخير )معيار بيز( افضل المعايير. وحدة واحدة.

 

   Linear function الدالة الخطية

فبدلًا من حسىىاب  ،اذا كانت دالة التكلفة او الربح خطية فان ذلك يسىىهل من العمليات الحسىىابية لقاعدة بيز

الارباح المشروطة لكل بديل وكل حالة سائدة فانه يمكننا ان نحسب الحالة السائدة المتوسطة وادخالها في 

 دالة الربح والتكلفة.

 مثال:
 

ولكننا غير  x( مضىىىىىىىىروباً في عدد الوحدات المباعة c( يسىىىىىىىىاوي معامل ثابت )Yا افترضىىىىىىىىنا ان الربح )اذ

 حتملة( ولدينا المعلومات الاتية:)بمعنى ان هناك العديد من الحالات السائدة الم  cمتاكديين من قيمة 

 

 قيمةال الاحتمال

0.20 150 
0.70 160 
0.10 170 
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 Y = cxودالة الربح الاصلية هي     

وحدات فان الارباح المتوسىىىىىطة المتوقعة  10فاذا افترضىىىىىنا ان عدد الوحدات التي سىىىىىتباع في الفترة التالية 

 E(y) = E(cx)          هي

 هي الثابت   xلان           

E(y) = E(cx)                                                                       
         = x E(c) 

 = x∑p.c   

 = x (150 × 0.20) + (160 × 0.70) + (170 × 0.10)                     
E(y) = 159x  

 E(y) = (159) 10 

 E(y) = 1590 

 

 ديناراً  1590اي ان الربح المتوقع 

مختلفىىة بتوزيع  تىىاخىىذ قيمىىاً  xوان  150هي  cبىىالتىىاكيىىد فىىاننىىا نعرف بىىان  xولنفرض انىىه بىىدلًا من معرفىىة 

 احتمالي كما يلي:

 

 xقيمة  p الاحتمال

0.4 9 
0.5 10 
0.1 11 

 

       Y = CX                                                              تبقى دالة الهدف    

  E(Y) = E(CX) 

          = CE(X)  
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                 = C∑P.X 

                  = 150 }(9×0.4) + (10×0.5) + (11×0.1)  {     

                  = 150(9.7) 

                  = 1455 

 1455اي ان الربح المتوقع = 

 

كلاهما متغير عشىىىىىىىىىوائي وتوزيعات احتمالاتها  ،غير معرفتين بالتاكيد x,cلان لو افترضىىىىىىىىىنا ان كلا من او 

 هي المذكورة سابقاً.

 مستقلين xو  cعنصر هام جدا وهو ان كلا من رض تهنا سنف

 

      E(CX) = E(C) E(X) 

 

 ومن مثالنا

   Y = CX 

           E(Y) = E(CX)   

     = E(C) E(X)   

 يكون  X, Cوباحلال توقعات كل من 

                           E(Y) = (159) (9.7) = 1542 
                             

ونسىىطيع ان  ،1542يكون لدينا ربح متوقع قدره  X,Cعلى هذا الاسىىاس اذا افترضىىنا عدم التاكد لكل من 

 نقوم بخططنا طبقا لذلك.

 1350قد تنخفض الى دينار هي عبارة عن توقعات والارباح  1542وعلى كل فلابد من التركيز على ان 

 (X = 0 , C = 150دينار ) لو ان 

 (X = 11 , C = 11) لو ان  1870او ترتفع الى 
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   Decision Tree   شجرة القرارات 6.1

ة من سىىىنعالج في هذا الجزء المعيار الذي يسىىىتخدم عندما تواجه متخذ القرار مشىىىكلة اتخاذ مجموعة متتابع

 ويطلق على هذا المعيار اسم شجرة القرارات. القرارات بدلا من قرار واحد،

لمحتملىة المتوقع اتخىاذهىا والاحىداث االواجىب هىذه الشىىىىىىىىىىىىىىجرة عبىارة عن تمثيىل بيىاني يظهر تتىابع القرارات 

 هذه الفكرة:يوضح   المثال التاليو  ،حدوثها

وتكلفة  ر بتسويق او عدم تسويق منتج جديد،يواجه مدير تسويق احدى الشركات مشكلة اتخاذ قرا:   مثال

وتعتمد الارباح التي سيتحصل عليها على قرار شركة منافسة  ،( دينار35000تنمية وتسويق هذا المنتج )

 وعلى السعر الذي ستحدده شركتنا للمنتج الجديد. ،بتسويق منتج مشابه

اما اذا منتج منافس فان الشركة يمكنها تحديد السعر الذي يحقق لها اقصى ربح ممكن، فاذا لم يكن هناك 

المنتج والمشىىىىىىروط او لسىىىىىىعر الذي تحدده الشىىىىىىركة لهذا ان الربح سىىىىىىيتوقف على افمنتج منافس  كان هناك

 مقيد بالسعر الذي حدده المنافسون.ال

 (،1ارها في شجرة القرارات في الشكل )جميع هذه الحقائق واحتمالاتها تم اظه 

 عدم تسىىويق السىىلعة، بد ان تتخذ اولا قرارا بتسىىويق او ن الشىىركة لااويلاحظ ان هذا القرار مركب، بمعنى 

 ثم بعد ذلك بفترة تقوم باتخاذ قرار بتحديد سعر السلعة.

 (35000ولاتتضىىمن هذه الارقام تكلفة تقديم السىىلعة للسىىوق ) ،وتظهر الارباح المشىىروطة في نهاية الشىىجرة

 فاننا نلاحظ على سبيلويظهر في الشجرة ايضاً الاحتمالات المخصصة للوحدات المختلفة، ومن الشجرة 

اذا قامت شركتنا بتحديد سعر مرتفع فان احتمالات ان يحدد المنافس ، فمنافس في السوق  ان هناكالمثال 

واحتمال ان يحدد سىىىىىعر منخفض هو  ،0.5واحتمال ان يحدد سىىىىىعرا متوسىىىىىطا هو  ،0.4سىىىىىعرا مرتفعا هي 

فىىاذا   10000، 30000، 50000والاربىىاح المشىىىىىىىىىىىىىىروطىىة لهىىذه الحىىالات الثلاث هي على التوالي   ،0.1



18 

دينار في الحالة  15000طرحنا تكلفة تقديم السلعة من هذه الارباح فاننا نحصل على ارباح صافية قدرها 

 دينار في الحالة الثالثة. 25000دينار في الحالة الثانية و 5000الاولى وخسائر قدرها 

نحسب القيمة المتوقعة و  ،خلفبدأ من نهاية الشجرة ونرجع الى المشكلة قرار من هذا النوع فاننا ن ولتحليل

كون في الركن الايسىىر ، وعلى هذا الاسىىاس عندما ن لكل مجموعة محتملة من القرارات والاحداث )التوقع(

قمنا  واننا قد ،السىىىىىوق  دخلتمنافسىىىىىة )بمعنى اننا نقوم بتسىىىىىويق السىىىىىلعة وسىىىىىلعة  (،1)العلوي من الشىىىىىكل 

المنخفض فاننا نحسب القيمة المتوقعة لاحتمالات السعر المرتفع والمتوسط و   ،بتحديد سعر مرتفع لسلعتنا(

 للمنافس وهذه القيمة هي:

(50000) (0.4) + (30000) (0.5) + (10000) (0.1) = 36000 

 

المنخفض للمنافس المرتفع والمتوسط و القيمة المتوقعة لاحتمالات السعر تكون وفي حالة كان سعرنا متوسط 

 هي:

(55000) (0.1) + (40000) (0.6) + (25000) (0.3) = 37000                                   

 

المنخفض القيمة المتوقعة لاحتمالات السىىىىىىىىىىىىىعر المرتفع والمتوسىىىىىىىىىىىىىط و تكون  منخفضوفي حالة كان سىىىىىىىىىىىىعرنا 

 للمنافس هي:

 

(50000) (0.1) + (40000) (0.2) + (30000) (0.7) = 34000 

 

 

 .(3700وهنا نقرر ان يكون سعرنا متوسط لانه صاحب اكبر توقع ربح )
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 المشروطة  الارباح                                                                                                     
 لاف الديناربآسعر المنافس                                                                                        

 50  مرتفع           (0.4)                                                                                 
 30(    متوسط     0.5)                                                                          

  10(    منخفض    0.1)                   سعرنا                                                  
 مرتفع                                                 

 55مرتفع        (  0.1)                                منافسة   تسويق السلعة     سلعة             
 40متوسط       (  0.6متوسط                   )           0.8    0.8                          

 25منخفض     (  0.3)                                                                           
 منخفضعدم وجود                                       

 50(   مرتفع      0.1)                       عدم                 سلعة                           
 40(   متوسط     0.2تسويق              منافسة                                    )             
 30(   منخفض   0.7)                                     0.20السلعة                           

 
                      

 

  100مرتفع                                                                                          
                                                                                    

 80متوسط                                                                                         
            

  60منخفض                                                                                        
                                                                                                 

 
 نقطة القرار    الحدث         نقطة القرار         الحدث       
 الاول                           الثاني        

 (1شكل )

 

لباقي يتم حسىىىىىاب القيم المتوقعة   الطريقة وبنفس ،(2)صىىىىىغيرة في شىىىىىكل الدوائر الفي   هذه النتائج نضىىىىىع

 .النقاط

الاولى عندما يكون هناك سىىىىىىىىلعة  :نواجه بحالتينواذا تحركنا الان الى الخلف الى نقطة القرار الثانية فاننا 

، 36000والتي تتضمن تحديد اسعار مرتفعة او متوسطة او منخفضة بارباح متوقعة  ،منافسة في السوق 
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ن اختيارنا يسىىىتند على اعلى قيمة متوقعة فان قرارنا يكون بتحديد السىىىعر فاذا كا ،دينار 34000، 37000

 والتي تدل على انهما غير مثالين. ،ينعلى البديلين الآخر  xالمتوسط وتوضع علامة 

 دينار. 100000نختار سعراً مرتفعاً وبربح وعندما لايكون هناك سلعة منافسة في السوق فاننا 

 

 

 (2شكل )                                                          

                                                                                                   الارباح المشروطة   
 بآلاف الدينار             المنافس سعر                                                                          

 50      مرتفع      (0.4)                                                                                
 30(    متوسط     0.5                                                                          )
  10(    منخفض    0.1                                                سعرنا                     )

                                                 مرتفع 
  55مرتفع          X(                        0.1 )     منافسة   تسويق السلعة     سلعة             

 40 متوسط     (   0.6                   متوسط                   )0.8                          
                                               X(                          0.3   منخفض   ) 25 

               X          منخفض             عدم وجود 
 50(   مرتفع      0.1             عدم                 سلعة                                     )

 40(   متوسط     0.2         تسويق              منافسة                                    )    
 30(   منخفض    0.7             السلعة                                                        )

 
                      

 

  100                                                                                     مرتفع     
                                                                                    

                                                                          X    80         متوسط 
            

                                                                              X       60 منخفض  
                                                                                                 

 
 

       نقطة القرار    الحدث         نقطة القرار         الحدث 
         الاول                           الثاني

49.6 
37 

36 

37 

34 

0 

 

100 
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عن طريق  ،دينىار 49600على نقطىة الحىدث في الجىانىب الايمن فقىد تم حسىىىىىىىىىىىىىىىاب قيمىة متوقعىة قىدرهىا و 

( 0.8( في احتمال حدوثها )37000في حالة السىىىىىىلعة المنافسىىىىىىة وهي )حاصىىىىىىل ضىىىىىىرب الارباح المتوقعة 

 ،(0.2( في احتمال حدوثها )100000الارباح المتوقعة في حالة عدم وجود سىىىلعة منافسىىىة )مضىىىافاً اليها 

دينار )الارباح  14600حيث ان صىىىىافي الربح سىىىىيكون  ،واخيراً فقد تم التوصىىىىل الى قرار تسىىىىويق السىىىىلعة

عدم الربح الناتج عن )اكثر من صىىىىىىىىىىىىىفر وهو ( 35000مطروحاً منها تكلفة التسىىىىىىىىىىىىىويق  49600المتوقعة 

 .متوسط لهااذن فالقرار هو تسويق السلعة وتحديد سعر . (تسويق السلعة
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 القرار الاداري  الفصل الاول / تمارين 7.1
 

دينار للوحدة  25او  ،%30دنانير للوحدة باحتمال  10اذا علمت ان انتاج سلعة جديدة سيتكلف   -1

دينار  20وسىىىىىىىىىيكون اما  ،وان السىىىىىىىىىعر سىىىىىىىىىيتحدد بالظروف الاقتصىىىىىىىىىادية العالمية ،%70باحتمال 

فهل تقوم الشىىىىىىىىىركة بتسىىىىىىىىىويق السىىىىىىىىىلعة الجديدة ام لا  ،%40دينار باحتمال  30% او 60باحتمال 

 ولماذا؟

 

جر تسىىىت  تحتاج احدى الشىىىركات الى مكان مؤقت لبعض عمليات التخزين الاضىىىافية، ويمكنها ان  -2

 دينار لمدة عامين. 1000او بمبلغ  ،دينار لمدة عام 600بمبلغ هذا المكان 

فان تكلفة  ،وقررت في نهاية هذا العام اسىىىىىىىىتئجاره لعام ثان ،المكان لمدة عام واحد فاذا اسىىىىىىىىت جرت

اما اذا اسىىىىىىتاجرت الشىىىىىىركة المكان لمدة عامين وقررت عدم  ،دينار  ايضىىىىىىاً  600الايجار سىىىىىىتكون 

 1000للغير او استرداد اي شيء من الىىىىى  الايجاري فانه لايمكنها اعادة الحاجة اليه في العام الثان

 دينار المدفوعة.

انها سىىىىىىىىتحتاج الى المكان لمدة عامين وفرصىىىىىىىىة ب% 80وتقدر الشىىىىىىىىركة ان هناك فرصىىىىىىىىة مقدارها 

 انها ستتركه بعد عام واحد.ب% 20مقدارها 

 لماذا؟ هل تقوم الشركة باستئجار المكان لمدة عام واحد او عامين؟ و 
 

 يمكن استخدام المعادلة التالية في التوصل الى التكلفة الكلية لاحد المنتجات:  -3

 

C = 10000 + Bx 
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 تمثل التكلفة الثابنه  10000       حيث   

                 B     تمثل التكلفة المتغيرة 

                 X     تمثل عدد الوحدات 

  20x = Rوالايراد الكلي       

 وله التوزيع الاحتمالي الاتي: ،وتكلفة الوحدة المتغيرة للفترة القادمة هي متغير عشوائي

 

P(B) B 

0.1 5 
0.5 6 
0.4 7 

i.  1000  بافتراض ان المبيعات المتوقعة لهذه الفترة هي ،احسىىىىىىىىىب الربح المتوقع للفترة القادمة 

 وحدة

ii.   بان تكون المبيعات  0.5بافتراض ان هناك احتمال  ،احسىىىىىىىىىىىىىىىب الربح المتوقع للفترة القادمة

 ان تكون المبيعات صفر 0.5وحدة واحتمال  1000

 متغيران مستقلان ( X,B) افترض ان             

 

التنقيب عن النفط في منطقة معينة، ويمكن للشىىىركة ان تبيع هذا تمتلك احدى شىىىركات النفط حق   -4

ان تقوم بىىالحفر  –خر كبىىديىىل   –ومن نىىاحيىىة اخرى يمكنهىىا  ،دينىىار 15000الامتيىىاز نظير مبلغ 

وهنىىىاك اربع نتىىىائج محتملىىىة من عمليىىىة الحفر تظهر في الجىىىدول التىىىالي مع  ،والتنقيىىىب عن النفط

 احتمال حدوث كل منها:
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 قيمة العائد الاحتمال الناتج المتوقع

 -100000 0.16 بئر جافة

 50000 0.40 بئر غاز فقط

 100000 0.24 بئر غاز ونفط معا

 200000 0.20 بئر نفط

  

 المطلوب:

 الشركة بالحفر او بيع الحق؟ بمعنى ما هو القرار المثالي باستخدام كل من:اولًا/ هل تقوم     

I.      معيار الحد الاقصى للحدود القصوىMaximax 

II.    معيار الفرص المتساوية للحدوث 

III.      معيار الحد الادنى للحدود القصوىMinimax 

IV.    معيار الاحتمال الاقصى للحدوث 

V.    قاعدة بيز 

 واحسب القيمة النقدية المتوقعة للتصرف  " حفر " ،ارسم شجرة القرارات لهذه المشكلةثانياً/       

 

 ات من السلعة التي تقوم بانتاجها،ية لزيادة المبيعتفكر احدى الشركات في القيام بحملة اعلان -5

وقد توصىىل مدير المبيعات مع  للعام القادم، دينار 30000وقد تم تخصىىيص ميزانية اعلان قيمتها 

 التالي لتاثير الحملة الاعلانية على المبيعات السلعة: ييس الشركة الى التوزيع الاحتمالرئ
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 الاحتمال الزيادة في  المبيعات )بالوحدات(

15000 0.05 
20000 0.25 
25000 0.30 
30000 0.20 
35000 0.10 
40000 0.05 
45000 0.05 
     

ما هو الربح الاضىىىىىىىىىىىىىىىافي المتوقع اذا قررت  اعة،دينار لكل وحدة مب 1.20مقداره وتحقق الشىىىىىىىىىىىىىىركة ربحاً 

 الشركة القيام بالحملة الاعلانية؟
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 القرار الاداري  الفصل الاول / حل تمارين  8.1

 B لتكلفة بى،  ولAسعر المبيع بى لو  ، yنرمز للربح بى   -1

Y = A- B 

E(Y) = E (A – B) 

          = E(A) – E(B) 

          = [ (20) (0.6) + (30) (0.4)] - [(10) (0.3) + (25) (0.7)] 

          = 3.5 

 اذن تقوم الشركة بتسويق السلعة ما دام الربح المتوقع موجب

 

 التالي: نكون جدول الخسارة المشروطة  -2

 

 الحالة السائدة الاحتمال البدائـــــل

 سنة سنتين

 سنة 0.2 600 1000

 سنتين 0.8 1200 1000

 

 الخسارة المتوقعة

200 120 
800 960 
1000 1080 

 

 نختار اقل خسارة ويكون على الشركة ان تستاجر المكان لمدة سنتين.
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3-  

     I(         C = 10000 + Bx    

                     = 10000 + 1000B 

              E (C) = 10000 + 1000 E (B) 

                        = 10000 + 1000[(5) (0.1) + (6) (0.5) + (7) (0.4)] 

                        = 10000 + 1000(6.3) 

                                                                                                              16300 =                                    التكلفة المتوقعة              

        20000 = (1000) (20)                             الايراد المتوقع           

 3700 = 16300 – 20000                         الربح المتوقع            

 

ii) E(X) = 1000(0.5) + (0) (0.5) 

                            = 500   
      10000 = (20) (500)الايراد المتوقع                                           

 C = 10000 + BXالتكلفة المتوقعة                                                  

 

E(C) = 10000 + E(BX)  

          = 10000 + E(B) E(X) 

          = 10000 + (6.3) (500) 

          = 13150        

 

 التكلفة المتوقعة –الربح المتوقع = الايراد المتوقع         

          = 10000 – 13150 

          = - 3150  
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   4-  

 التالي: نكون جدول الارباح المشروطة اولا /            
 

 الحالة السائدة الاحتمالات البدائـــــل

 حفر بيع

 بئر جافه 0.16 -100000 15000

 بئر غاز فقط 0.40 50000 15000

 بئر غاز ونفط 0.24 100000 15000

 بئر نفط فقط  0.20 200000 15000

 اقصى ربح 200000 15000

 اقصى خسارة -100000 +15000

 

 القرار المثالي هو:

i.  حسب معيارMaximax             حفر القرار هو   

 200000لان اقصى ربح هو 

ii.  حفر القرار هو  معيار الفرص المتساوية       حسب                                                                                                           

    التنقيب  اذا باع حق  15000بينما يحقق  ،اذا حفر  62500لانه يحقق ربح   

  4بجمع ارباح الحفر وقسمتها على  62500نحسب الى                          

250000 ÷ 4 = 62500                                              
               

iii.  حسب معيار الىMinamix   بيعالقرار هو،  

  15000اقل خسارة ممكنة هي ربح   لان 
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iv. ر غاز فقط هي صىىىىىىىىىىىىىاحبة اكبر تكون حالة بئ ،حسىىىىىىىىىىىىىب معيار الاحتمال الاقصىىىىىىىىىىىىىى

 ربح البيع  15000مقابل  50000بح لانه يحقق ر  الحفروافضل بديل هو  ،احتمال

v. ونختار الحل صىىىىاحب  ،كون جدول بالارباح المتوقعة في الحلينن ،حسىىىىب قاعدة بيز

دينىىار  68000لانىىه يحقق ربح  ،هو الامثىىل الحفرونرى بىىان قرار  ،اكبر ربح متوقع

 دينار ربح البيع. 15000مقابل 

 
 بيز

 حفر بيع

15000 16000- 

15000 20000 
15000 24000 
15000 40000 

15000 68000 
 

 

 

 ثانيا / شجرة القرارات

 
                                                                   

 
 0.20نفط  

 

 

 

 

 

 
 

68000 

15000 

-100000 

50000 

100000 

200000 

 حفر

 بيع

  016 افج   

0.16 
 0.40غاز 

 0.24غاز ونفط 

 



30 

 نحسب عدد الوحدات المتوقع بيعها وذلك من الجدول التالي:   -5

 

 

 

 وحدة  27000 هو نجد ان عدد الوحدات المتوقع بيعها

 ربح الوحدات المباعة يساوي 

(27000) (1.2) = 32400 

 

 ربح حملة الاعلان تساوي ربح الوحدات المباعة ناقص تكلفة الاعلان ويساوي 

           = 32400 – 30000 

           = 2400 

 وهو الربح الاضافي المتوقع لحملة الاعلان.

 

 

 

 التوقع الاحتمال الزيادة في المبيعات

15000 0.05 750 
20000 0.25 5000 
25000 0.30 7500 
30000 0.20 6000 
35000 0.10 3500 
40000 0.05 2000 
45000 0.05 2250 
  

27000 
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 الفصل الثاني

 عمليات ماركوف
Markov Operations 

 
 Introduction to Markov Operations التعريف بعمليات ماركوف  1.2

تعتبر عمليات ماركوف احد الاسىىىىىىىىىىىىاليب الرياضىىىىىىىىىىىىية الهامة التي يمكن اسىىىىىىىىىىىىتخدامها في عدد من القرارات 

واحتمالات الانتقال الى كل حالة  ،عريف العديد من الحالات، وفي عملية ماركوف فانه يمكن تالادارية

  .ومستقل عن كيفية وصولنا لهذه الحالة )الحالية( ،يعتمد على الحالة الحالية

 1مثال 

كانت فاذا  ،لة )التي تسىىىىىىىتخدم في انتاج اجزاء معينة( في حالة "عمل" او في حالة "عدم عمل"لآقد تكون ا

انها ستكون واحتمال  ،(0.7ي اليوم التالي هو )عمل فلة في حالة عمل فان احتمال ان تكون في حالة لآا

انها سىىىىىىىىىىتكون في حالة عمل واذا بدات الالة بحالة عدم عمل فان احتمال  ،(0.3هو )في حالة عدم عمل 

( التالي 1جدول )ويظهر ال ،(0.4واحتمال انها سىىىىىىىىىىىىىتكون في حالة عمل هو ) ،(0.6في اليوم التالي هو )

 احتمالات التغير:

 

 احتمالات  التغير  (1رقم )جدول 
 

 الى          
 من

حالة العمل 
 (1)حالة 

حالة عدم العمل 
 (2)حالة 

 حالة العمل 
 0.3 0.7 (1حالة )

حالة عدم العمل 
 0.4 0.6 (2حالة )
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وفي الشىىىجرة فان الفروع المتجهة الى اعلى  ،باسىىىتخدام شىىىجرة للاحتمالات 1وتظهر هذه العملية في شىىىكل 

 .2في حين تظهر الفروع التنازلية التحرك الى حالة  1تظهر التحرك الى حالة 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (1شكل رقم )

1 

2 

1 

2 

1 

2 

 3يوم  1يوم  2يوم 

 0.7 1بدا بحالة ن

0.3 

0.7 

0.3 

0.6 

0.4 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

 2نبدا بحالة 
0.6 

0.4 

0.7 

0.3 

0.6 

0.4 
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  0.7يظهران ان هناك احتمالا  1وشىىىىىىىىكل  1) حالة عمل( فان جدول  1فاذا افترضىىىىىىىىنا اننا بدانا من حالة 

 هو  1في اليوم الثاني وفي اليوم الثالث فان احتمال ان الالة ستكون في حالة  1ان الالة ستكون في حالة 

(0.7) (0.7) + (0.3) (0.6) = 0.49 + 0.18 

                                    = 0.67    
 ويمكن حساب هذا الاحتمال ايضا بالطريق التالية:

 

  

                                                      

           
رفة وبمع 1يوم 1بافتراض )او بشرط( انها بدات بحالة 3في يوم  1لة ستكون في حالة لآاحتمال ان اتعني 
 ان:

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : فاننا نحصل على

 
 

 

 

  

 

                                                      

P 
  1حالة 

 1في يوم 

  1حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

3في يوم   

  1حالة 

 2في يوم 

= 0.7  P 

  1حالة 

 3في يوم 

 2حالة 

 2في يوم 

= 0.6 P 

  1حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 2في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

+ P =0.7 

  2حالة 

 2في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

0.6 P 

 P 
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= (0.7) (0.7) + (0.6) (0.3) 

= 0.49 + 0.18 

= 0.67 
في يوم  1بافتراض انها بدات بحالة  ،في اليوم الثالث 2لة في حالة لآوهو ان تكون ا ،والاحتمال المقابل

 :هو 1

                         = (0.7) (0.3) + (0.3) (0.4) 

                              = 0.21 + 0.12 = 0.33     
 

 من واحد صحيح اي   1 او نستطيع ان نحصل على هذا الاحتمال بطرح احتمال حالة

                                        (1 – 0.67) = 0.33 

 2 او في حالة 1لة في حالةلآتكون ا ان اما ،حالتين فقط ممكنتينوذلك لان هناك 

 (2فان احتمال الحالة في اليوم الرابع يمكن حسابها كالاتي ) انظر شكل  ،وفي ظل هذه المعلومات

 
 
 
 
 
 

    = (0.7) (0.67) + (0.6) (0.33) 

    = 0.469 + 0.198 = 0.667 

 

 1في يوم  1 بافتراض انها بدات في حالة 4 في يوم 2 لة في حالةلآوالاحتمال المقابل وهو ان تكون ا

 0.333 = ( 0.667 -1 )يساوي  

  1حالة 

 4في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

+ P =0.7 

  2حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

0.6 P 
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 (2) رقم شكل

 
لة بدات لآبافتراض ان ا ،لة في اي يوم في المسىىىىىىتقبللآل 1 يمكننا ان نحسىىىىىىب احتمال حالةبنفس الطريقة 

احتمال هذا الجدول ان ويظهر  ،يتضىىىىىىىىىىىمن نتائج الحسىىىىىىىىىىىابات الاخرى ( 2) وجدول ،1 في يوم 1 في حالة
 ( 3/2تقترب من القيمة )  1 في يوم 1 مسىىىىىىىىىىىىىىتقبل بافتراض انها بدات في حالةفي الفي اي يوم  1 حالة

 بازياد عدد الايام.
 (2جدول رقم )

 

في يوم في المستقبل  1لة في حالةلآاحتمال ان ا رقم اليوم
 1في يوم  1بافتراض انها بدات بحالة

1 1.00 
2 0.7 
3 0.67 
4 0.667 
5 0.6667 
6 0.66667 
7 0.666667 
8 0.6666667 

 احتمالات المسار الثالثاليوم  الرابعاليوم 

2 

1 

2 

1 

2 

1 0.7 

0.3 

0.6 

0.4 

  1حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P = 0.67 

0.469 

0.201 

0.198 

0.132 

  2حالة 

 3في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P = 0.33 
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فما هو احتمال ان الالة ستكون   ،1)حالة عدم العمل( في يوم  2الة لة بدات بحلآوالان اذا افترضنا ان ا

 في الايام القادمة؟ 1 في حالة
 

 في اليوم الثاني                          
 
 
 

 
 
 

 
 
 

           = (0.7) (0.6) + (0.6) (0.4) 

             =   0.42 + 0.24 

             = 0.66 في اليوم الثالث                                     

 

                             :هو 1 في يوم  2 بشىىىىىىىىىىىىىىرط انها بدات في حالة 3في يوم 2والاحتمال المقابل هو ان تكون الاله في حالة

( 1 – 0.66 ) = 0.34   
 0.34 = ( 0.18 + 0.16 )        اوهو من الرسم  

 
 
 
 
 

 
           = (0.7) (0.66) + (0.6) (0.34) 

           = 0.462 + 0.204 

= 0.666                       في اليوم الرابع

  1حالة 

 4في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 3في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

+ P =0.7 

  2حالة 

 3في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

0.6 P 

 

 

  1حالة 

 2في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

= P 0.6  

  1حالة 

 3في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

= P 0.7 P 

 

  1حالة 

 2في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

+ 0.6 P  

  1حالة 

 2في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 
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 :اي 1 يوم 2 حالة في بشرط ان تكون   4  يوم  2  ةواحتمال ان تكون في حال
 

 
 
 
 

 
 

 
= 1 - 0.666 

= 0.334 

 

 التالي  يظهر الحسابات الاضافية (3) والجدول
 

 (3جدول رقم )
في في يوم  1لة ستكون في حالةلآاحتمال ان ا رقم اليوم

 1في يوم  2مستقبل بافتراض انها بدات بحالة ال
1 0 
2 0.6 
3 0.66 
4 0.666 
5 0.6666 
6 0.666666 
7 0.6666666 
8 0.66666666 

 

 

في يوم ما في المسىىىىىىىىىىىىىىتقبل تميل  1لة في حالةلآان تكون اان احتمال ( 3وجدول ) )2(ويظهر من جدول 

نســـــبة  عليهاويطلق  ،لة في اليوم الاوللآبصىىىىىىىىرف النظر عن حالة ا ،(2/3) الثلثين ناحية او تقترب من

(( 3/2) – 1تسىىىىىىىىىىىىاوي ) 2المقابلة لحالة والنسبة   ،1 لحالة Steady – State Probability    التوازن 

  2حالة 

 4في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 4في يوم 

  2حالة 

 1في يوم 

P = 1 - 
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هذه اهمية ولاحتمالات التوازن  ،2ويطلق عليها نسىىىىىىىبة احتمالات التوازن لحالة  ،(3/1) الثلث اي تسىىىىىىىاوي 

 كبيرة في اتخاذ القرارات.

 
  2 مثال

تظهر لنا  2فان احتمالات التوازن لحالة  ،لة اخرى لآلة السىىىىىىىىىىىابقة او  اذا كنا امام اتخاذ قرار باسىىىىىىىىىىىتئجار ا

وهذه النسىىبة في مثالنا السىىابق  ،لة في حالة عدم عمل في الاجل الطويللآنسىىبة الوقت الذي سىىتكون فيه ا

حيث  ،جيرهالآلة التي يجب ت ن الهذه النسىىىىىىىىبة اهمية كبيرة في اتخاذ قرار بشىىىىىىىى سىىىىىىىىيكون  ،(3/1)تسىىىىىىىىاوي 

 لة التي احتمالها اقل.لآتين ونقرر استئجار اللآفي ا 2 نسبة التوازن لحالةنحسب 

 نسبة احتمالات توازنها اقل لانه سيعني هذا انها ستكون اقل تعطيلًا. او

 
 

 

  (Balance odds)  حساب احتمالات التوازن   2.2
 

 ومنطقنا هو: 3، 2يمكن حساب احتمالات التوازن لعملية ماركوف بطريقة اكمال جداول مثل 

( n+1من الايام وعدد ) nفان احتمالات الحالات لعدد  ،( لتصل الى رقم كبير جداً nالايام )كلما زاد عدد 

بعد  1( من اللانهاية فان احتمال حالةnوهذا يعني انه باقتراب ) ،تكون متقاربة جداً ) نفس الاحتمالات(

(nمن الايام سيكون نفس احتمال حالة )1 ( بعدn+1:من الايام وبالتالي ) 

 
 
 
 
 
 

 

+ 

  2حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

0.6 P 

  1حالة 

 n+1في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P =0.7 
1........  



39 

 وحسب المنطق السابق فان
 
 
2  
 
 
 
 

 نحصل على  1في  2وبتعويض 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   =2/3 

 
 

 وذلك كما يلي. 1في يوم  2لة تبدا بحالة لآونصل الى نفس النتيجة لو افترضنا ان ا  
 

 
 
 
 
 

 

 وحسب المنطق السابق فان   
 
 
 
 

  1حالة 

 n+1في يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P =  ..........

...... 

+ 

  2حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

0.6 P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P =0.7 3.......  

+ 0.6  

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P =0.7 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

1-P 4....…    

........ 

+ 

  2حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

0.6 P 

  1حالة 

 n+1يوم 

  2حالة 

 1يوم 

P 

  1حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

P =0.7 5........  

  1حالة 

 n+1يوم 

  2حالة 

 1يوم 

P 

  1حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

P =   P 6........  
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 نصل الى  5في  6المعادلة  منوبالتعويض   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 اي ان  xلتمثل احتمال التوازن للحالة   xPوللسهولة فاننا نستخدم 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 خصائص عملية ماركوف 3.2

Characteristics of the Markov operation 
 

التي توصىىلنا  وليس على الطريقة ،احتمالات الانتقال الى كل حالة يتوقف فقط على الحالة الحالية .1

فان احتمال  ،2في يوم  1لة في حالةلآاذا كانت ا :الى تلك الحالة الاخيرة، فعلى سىىىبيل المثالبها 

ويطلق على  ،1لة في يوم لآبصرف النظر عن حالة ا ،(0.3هو )  3 في يوم  2 تغيرها الى حالة

فليس هناك حاجة الى تذكر كيفية وصول العملية الى حالة  ،عدم التذكرالخاصية عادة صفة هذه 

+ 

  2حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

0.6 P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  2حالة 

 1يوم 

P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  2حالة 

 1يوم 

P =0.7 

  1حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

1-P + 0.6  

  1حالة 

 nيوم 

  2حالة 

 1يوم 

P =0.7 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1يوم 

P1=P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  2حالة 

 1يوم 

=P 

  2حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1يوم 

P2=P 

  2حالة 

 nفي يوم 

  2حالة 

 1يوم 

=P 
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مىىات وحىىالىىة العمليىىة في لحظىىة معينىىة من الوقىىت تتضىىىىىىىىىىىىىىمن جميع المعلو  ،معينىىة في فترة معينىىة

 الضرورية عن العملية واحتمالات التغير في المستقبل.

 
والصفة الثانية لعملية ماركوف هي وجود اشتراطات مبدئية تتناقص اهميتها باستمرار مع استمرار  .2

 حتى تتلاشى تماما عند وصول العملية الى مرحلة التوازن.العملية 

معينة بعد ان بانها الاحتمالات الطويلة الاجل للبقاء في حالة   تعريف احتمالات التوازن ويمكن 

 استمرت العملية لمدة كافية حتى تلاشت الاشتراطات المبدئية.

المبدئية فاننا نجد ان الحالة  مالات حالة التوازن لاحتمالاتص احتيت العملية بتخصىىىىىىىهذا واذا بدأ

 ت حالة التوازن.ساوي مع احتمالاتالحالات المستقبلية كلها ستاحتمالات 

 

 عملية ماركوف في اتخاذ القراراتاستخدام  4.2

Using the Markov operation in making decisions 
ثم حسىىىىىىىىاب  ،صىىىىىىىىميم نموذج عملية ماركوف للمشىىىىىىىىكلة المعينةن حل بعض مشىىىىىىىىاكل اتخاذ القرارات بتيمك

 نفترض ان لدينا الاختيار التالي:و  1لتغير. ولنقم بالاستمرار في مثال احتمالات التوازن من احتمالات ا

فىىاذا كىىانىت  ،( بىىافتراض ان تكلفىىة الايجىىار لهمىىا واحىىدة2التي تم تحليلهىىا او  لىىة ثىىانيىىة ) 1 لىىة اسىىىىىىىىىىىىىىتئجىىار 

 -تظهر كالنالي: 2 لةلآاحتمالات التغير 

 2لات التغير  لة احتما (4جدول رقم )
 الى

 من
حالة العمل 

 (1)حالة 
 حالة عدم العمل

 (2حالة ) 
 حالة العمل 

 0.2 0.8 (1حالة )

 حالة عدم العمل

 0.5 0.5 (2حالة ) 
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اقل  2لة في الآ 2الى حالة  1فاننا نرى ان احتمالات التغير من حالة  ( 1)بجدول  (4جدول )قارنة موب

قل من الحالة تلتن 2لة لآومن ناحية اخرى فهناك ايضىىىىاً احتمال اقل  ،(0.3مقابل  0.2) ،1لة لآفي ا منها

ننا لة التي يجب اسىىىىىىىىىىىىىتئجارها فالآولاتخاذ قرار فيما يتعلق باختيار ا(، 0.6مقابل  0.5)  ،1الى الحالة   2

 : 1لة لآرتها يومقارنتها بنظ 2لة لآنقوم بحساب احتمالات التوازن 

 
 
 
 

 
 

     P1 = 0.8 P1 + 0.5 (1-P1)                        

         P1 = 0.8 P1 + 0.5 - 0.5 P1 

         P1 = 5/7 = 071 

 

في  1وحيىىث ان احتمىىالات التوازن لحىىالىىة  ،لتينلآفي ا 1نقىىارن احتمىىالات التوازن لحىىالىىة ان ويمكننىىا الان 

 (0.71هي ) 2لة لآفي ا 1لحالة ( بينما احتمالات التوازن 0.67هي ) 1لة لآا

   (0.71( > )0.67)   (                             0.67( اكبر من )0.71)   و
 

 2ار  لة فاننا سنختار استئج

 

 2مثال 

اذا افترضىىىىىنا ان احد مصىىىىىانع البن يفكر في القيام بحملة اعلانية ضىىىىىخمة لحث المسىىىىىتهلكين  على تجربة 

الى تقدير للاحتملات الحالية لتحول ومن بعض ابحاث السىىىىىىىوق امكن التوصىىىىىىىل  ،بانتاجهالبن الذي  يقوم 

 .5ي جدول كما يظهر ف ،المستهلكين من البن الذي ينتجه هذا المصنع الى اي نوع اخر وبالعكس

+ 0.5  

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1يوم 

P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1يوم 

P =0.8 

  1حالة 

 nيوم 

  1حالة 

 1يوم 

1-P 
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الاحتمالات المقابلة التي سىىىىتوجد بعد الحملة الاعلانية وبعد الاخذ وكذلك افترض ان باحثي السىىىىوق قدروا 

 .6وكانت كما تظهر في جدول  ،في الاعتبار ردود فعل المنافسين

 
 بدون الحملة الاعلاتية احتمالات تغير اذواق المستهلكين  (5)جدول 

 
 الى                

   من       
 البن الذي ينتجه المصنع 

  1حالة 
 البن الذي ينتجه الاخرون 

 2حالة 
 0.2 0.8 1حالة 

 0.8 0.2 2حالة 

 
 

 (  احتمالات تغير اذواق المستهلكين بعد الحملة الاعلاتية6جدول رقم )
 

 الى                
   من       

 البن الذي ينتجه المصنع 
  1حالة 

 البن الذي ينتجه الاخرون 
 2حالة 

 0.2 0.8 1حالة 

 0.7 0.3 2حالة 

 
 0.2نلاحظ ان احتمال تحول المسىىىىتهلكين من الانواع الاخرى الى البن الذي ينتجه المصىىىىنع قد زادت من 

 ولكن احتمال الابقاء على المستهلكين الحاليين لم يتغير. ،0.3الى 

مسىىىىىىتهلك للبن في  50000وان هناك  ،دينار سىىىىىىنوياً  12000فاذا افترضىىىىىىنا ان الحملة الاعلانية سىىىىىىتكلف 

فهل يقوم المصىىىىنع بهذه الحملة  ،دينارانوان كل مسىىىىتهلك يمد الشىىىىركة بمتوسىىىىط ربح سىىىىنوي قدره  ،السىىىىوق 

 الاعلانية؟
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  الحل

لحل هذه المشىىىىكلة نقوم اولا بحسىىىىاب احتمالات التوازن لان يقوم العميل بشىىىىراء سىىىىلعتنا في ظل الظروف  

 الحالية )بدون اعلان( ثم حسابها بعد الاعلان.

 فان احتمالاات  ،2 ةوشراء سلعة منتج اخر حال ،1فاذا اعتبرنا ان شراء العميل لسلعتنا هو حالة 

 تكون كما يلي:وازن لتا
 

            P1= 0.8 P1 + 0.2 (1- P1) 

   P1= 0.8 P1+ 0.2 – 0.2 P1 

       = 2/4 

       = 1/2 

       = 0.50  
 

 وبعد الحملة الاعلانية

  P1 = 0.8 P1 + 0.3 (1 – P1) 

      = 0.8 P1 + 0.3 – 0.3P1 

      = 3/5 

      = 0.60 

 ايهما اربح للمصنع وذلك كما يلي:الان نقوم بتحليل النتائج وحساب 

( 2/1العميل بشىىىىراء سىىىىلعتنا سىىىىيزداد من )الفوائد التي تعود من الحملة هي ان احتمالات التوازن لان يقوم 

 5000% اي بىىىىىىىىىىىىىىى 10بنسبة % اي ان نصيبنا من المستهلكين سيزداد 60% الى 50( اي من 5/3الى )

( وبالتالي فان كل مسىىىىىىىتهلك جديد سىىىىىىىيزودنا بربح دينارين اي الارباح x 50000 0.10مسىىىىىىىتهلك جديد ) 

 الاضافية ستكون 

2 x 5000 = 10000 

ديناراذن يكون القرار  12000البالغة اقل من تكلفة الاعلان  هيدينار كل عام  10000الارباح الاضافية 
 بعدم القيام بالحملة الاعلانية.
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 2استمرار المثال 

ولكن  ،دينار سىىىىىىنويا 12000خر للحملة الاعلانية والتي سىىىىىىتتكلف الان نفترض ان امام المصىىىىىىنع بديل  و 

 7احتمالات التغير في هذه الحالة تظهر في جدول 
 

 (7) جدول رقم  
 بعد الحملة الاعلاتية احتمالات تغير اذواق المستهلكين

 
                 الى  

   من     
 انتاج  المصنع 

  1حالة 
 انتاج  الاخرين

 2حالة 
 0.1 0.9 1حالة 

 0.8 0.2 2حالة 

 

ولكنها تترك احتمال التحول من انتاج  ،0.9الى  0.8احتمال الاحتفاظ بعملائنا من تزيد الحملة من سىىىاي 

 الاخرين الى انتاجها بدون تغير.

 الحملة كالاتي:ولتقييم هذه الحملة نقوم بحساب احتمالات التوازن بعد 
 

P1 = 0.9 P1 + 0.2 (1- P1) 

    = 0.9 P1 + 0.2 – 0.2 P1     

    = (0.2/ 0.3) = 2/3 

اي اننا نتوقع  ،(3/2( الى )2/1اي احتمال التوازن لان يقوم المستهلك بشراء منتجاتنا يزداد من )   

، اي ان مستهلك 50000( السوق الاجمالي المكون من 6/1ان نحصل على سوق اضافي يساوي )

:ويترتب على ذلك عائد سنوي اضافي بمقدار ،شخص 8333نا سيزدادون بى عملاء  

8333 × 2 = 16666                                                                           
دينار، ويحقق ربحا بمقدار  12000يزيد عن تكاليف الحملة الاعلانية  (دينار 16666وهذا العائد ) 

وبهذا فان القرار يكون بالقيام بالحملة الاعلانية.دينار،  4666  
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 المشاكل الكبيرةحالة التوازن في  5.2

The state of equilibrium in big problems 
ويمكن في الواقع ان نستخدم نفس المدخل لحل المشاكل  ،لم تتعد الحالات في الامثلة السابقة حالتين فقط

والاختلاف الوحيد هو وجود اكثر من معادلة واحدة في هذه الحالة  ،الاكبر التي تتضمن اكثر من حالتين

 ،ان نقوم بحل هذه المعادلات للوصول الى احتمالات التوازن  الحالة ويتطلب الامر في هذه  ،الاخيرة

 )عدد المعادلات الواجب حلها يساوي دائماً عدد الحالات ناقص واحد(.

 3مثال

 وهي عملية تتضمن ثلاث حالات: (8)تظهر احتمالات التغير لاحدى عمليات ماركوف في جدول 

 
 (8)جدول 

 الى
 3حالة 2حالة 1حالة من 

 0.1 0.3 0.6 1حالة

 0.1 0.2 0.7 2حالة

 0.4 0.4 0.2 3حالة

 
 ، كما يلي:2والثانية للحالة 1الاولى للحالة :للحصول على احتمالات التوازن نكتب معادلتين  

 
 
 
 
 

 

 

 

 

+ 

  2حالة 

 nيوم  

  1حالة 

 1يوم 

0.7 P 

  1حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nيوم 

  1حالة 

 1في يوم 

=0.6 P 
1.....

... 

  3حالة 

 nيوم  

  1حالة 

 1يوم 

 0.2 P 
P 
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 1يساوي حيث ان مجموع احتمالات التوازن  

          
                        P 2+ P 1P +3 1 =         اي ان       

 2P -1 P -= 1  3P         
 
 
 
 
 

 

 نحصل على  2، 1المعادلتين في  3وتعويض المعادلة    1P   2,P   3,Pوباستخدام الرموز 
 

P1 = 0.6 P1 + 0.7 P2 + 0.2(1-P1- P2)    ….…... (4) 

P2 = 0.3 P1 + 0.2 P2 + 0.4(1-P1 – P2)   ……... (5) 

 وبالتالي     

0.6 P1 – 0.5 P2 = 0.2 ……... (6) 

0.1 P1 + 1.2 P2 = 0.4 ...........(7) 

 

(6ونطرحها من المعادلة ) 6( بالعدد 7نضرب المعادلة )  

-----------------------------       
            -7.7 P2 = - 2.2    الناتج 

             7.7 P2 = 2.2                                

                   P2 = 2.2 ÷ 7.7 = 2/7 = 0.28 

                                 

+ 

  2حالة 

 nيوم  

  1حالة 

 1يوم 

0.2 P 

  2حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nيوم 

  1حالة 

 1في يوم 

=0.3 P 
2.....

... 

  3حالة 

 nيوم  

  1حالة 

 1يوم 

0.4 P 

- 

  2حالة 

 nيوم  

  1حالة 

 1يوم 

P 

  3حالة 

 nفي يوم 

  1حالة 

 1في يوم 

P 

  1حالة 

 nيوم 

  1حالة 

 1في يوم 

= 1- P 3.....

... 
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  6معادلة الفي  2Pبالتعويض عن  
                                                                                                                                          

            0.6 P1 – 0.5 (2/7) = 0.2 

                                         

              0.6 P1 = 24/70 

                   

                    P1 = 4/7   

 

                     P3 = 1 - P1 - P2   

                                  2/7 4/7 - - 1 = 
= 1/7                                                 
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 عمليات ماركوف الفصل الثاني / تمارين  6.2
 

 لة احتمالات مختلفة للتغير من حالة ولكل   ،تفكر شىىىىىىىىىىىىىركة في اسىىىىىىىىىىىىىتئجار احدى  لتين )  ، ب(  (1

 ( كالاتي: 2( الى حالة عدم عمل ) حالة  1) حالة   عمل

 
 احتمالات التغير: آلة آ

 
                  الى  
   من     

 2حالة  1حالة 

 0.1 0.9 1حالة 

 0.4 0.6 2حالة 

 

 
 احتمالات التغير: آلة ب

 
                  الى  
   من     

 2حالة  1حالة 

 0.2 0.8 1حالة 

 0.3 0.7 2حالة 

 
 
 اوجد احتمالات التوازن لكل  لة،       

 لة التي تفضل من وجهة نظر الشركة؟وما هي الآ      
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ق               محلات الكبيرة بين الطوابال ل التالي احتمالات تنقل مدير احديتضمن الجدو (  2

 الثلاثة  التي يتكون منها المحل:

 
  الى

 من
 الطابق الثالث الطابق الثاني الطابق الاول

 0.1 0.4 صفر الطابق الاول

 0.2 صفر 0.8 الطابق الثاني

 صفر 0.2 0.8 الطابق الثالث

 
 احسب احتمالات التوازن.

 
محلات الكبيرة في دفع  او عدم السىىلوك عملاء احد  فياحتمالات التغير  التالي جدولاليظهر     (3

 يتلقونها من المحل:التي دفع  الفواتير الشهرية 

 

                 الى  

 

   من     

 

 (1دفع )حالة 
 (2عدم دفع ) حالة 

 0.05 0.95 (1دفع ) حالة 

 0.05 0.95 (2عدم دفع ) حالة 
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 والمطلوب:

i.   تحديد احتمالات التوازن 

ii.   هىىل يقوم المىىدير بىىالتوقف عن منح الائتمىىان لهؤلاء العملاء الىىذين لايقومون   

 بدفع الفواتير؟

 
 وقد جدد  ،ل احدى المجلات على ربح  سنوي مقداره جنيه واحد عن كل اشتراك(  تحص 4

 % من المشتركين اشتراكهم في المجلة.80    

 البديل الاول هو ارسال    بديلين للحصول عل اشتركات جديدة: وتفكر المجلة في    

 وتكلفة الخطاب في هذه الحالة  ،خطابات  بريدية لمجموعة مختارة من العملاء المحتملين    

 ركين منتظمين،الرسالة سيصبحون مشت% من متلقى 5ويتوقع ان  ،قرشا 25   

 والتكلفة في هذه الحالة ستكون جنيها واحدا لكل  ،والبديل الاخر هو المقابلة الشخصية    

 % من العملاء الذين تمت زيارتهم سيصبحون مشتركين 20ة، ولكن يتوقع ان ر زيا    

 منتظمين،    

 لاسلوب الذي يجب ان تتبعه المجلة؟والمطلوب: ما هو ا    

 

  ،تمتلك شركة ابو الوفا لتاجير السيارات ثلاثة فروع في ثلاث مناطق )  ، ب، جى ( ( 5

 بصرف النظر عن  ،ويمكن للعميل ان يرد السيارة المؤجرة الى اي من الفروع الثلاثة    

 ويظهر الجدول التالي احتمالات ارجاع السيارات بكل  ،رةالسياالفرع الذي استاجر منه     

 ع الثلاثة:من الفرو      
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 الى
 من 

  
 1حالة

 ب
 2حالة

 جى
 3حالة

 0.0 0.2 0.8 (1  )حالة

 0.8 0.0 0.2 (2ب )حالة

 0.6 0.2 0.2 (3جى)حالة

 
 والمطلوب: 

i.  حساب احتمالات التوازن 

ii.  ما هو الفرع الذي  ،الثلاثةالفروع تفكر الشىىىىىىىركة في بناء محطة صىىىىىىىيانة في احد

 ولماذا؟       تقترحه؟ 
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 عمليات ماركوف الفصل الثاني / حل تمارين  7.2

 
  تين هو: لآلفي ا 1احتمالات التوازن للحالة    ( 1

P1 = 0.9 P1 + 0.6 P2          الآلة الاولى  

    = 0.9 P1 + 0.6 (1-P1) 

    = 0.9 P1 + 0.6 – 0.6 P1 

0.7 P1 = 0.6 
 

 

 

 

P1 = 0.8 P1 + 0.7 P2           الآلة الثانية  

    = 0.8 P1 + 0.7 (1-P1) 

    = 0.8 P1 + 0.7 – 0.7 P1 
  

 

 

يكون  ،2لة لآفي ا اتهانظير  اكبر من 1لة لآبما ان احتمالات توازن الحالة الاولى في المدى الطويل ل

 لة الاولى.لآالقرار هو استئجار ا

 

 

 

P1 = 6/7             P2 =1/7 

P1 = 7/9             P2  = 2/9 
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 احتمالات التوازن هي: (  2  

 

P1 = (0) P1 + 0.8 P2 + 0.8 (1- P1 – P2) 

P1 = 0.8 - 0.8 P1 
 

P1 = 8 /18 = 24/54  

 

P2 = 0.4 P1 + (0) P2 + 0.2 (1- P1 – P2) 

    = 0.2 P1 - 0.2 P2 + 0.2 

1,2 P2 = 0.2 P1 + 0.2 

  

1,2 P2 = 0.2 (8/18) + 0.2 

  

    P2 = (1.6/18 + 0.2) 1/1.2 

 

       = )1.6 + 3.6  ( / 18  )1 / 1.2( 

       = )5.2/18( )1/1.2( 

       = 5.2/21.6   

    P2 = 13/54 

 

    P3 = 1- P1 – P2 

         = 1- 24/54 - 13/54 

    P3 = 17 / 54 
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3) 

    P1 = 0.95 P1 + 0.95 (1- P1) 

        = 0.95 

وبهذا ستكون جميع الاحتمالات  ،احتمالات الحالة المبدئية مساوية لاحتمالات التوازن  هذا يدل على ان

 المستقبلية متساوية ومساوية لاحتمالات التوازن وسيبقى

     P1 = 0.95     

     P2 = 0.05 

 

4) 

 

 

 

 

P1 = 0.80 P1 + 0.05 (1- P1) 

P1 = 0.2 

 = الربح                                                   

3(0.20) - 0.25 = 0.35 

 الى 

 من

 2حالة  1حالة 

 0.20 0.80  1حالة 

 0.95 0.05 2حالة 
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P1 = 0.80 P1 + 0.20 (1- P1) 

P1 = 0.5 

   الربح 0.50 = 1- (0.5)3

 على المجلة اتباع اسلوب المقابلة الشخصية لانه اكثر ربحا

5) 

i.  الثلاث وهي حالات ان تعود السيارات الى كل  للحالات نحسب احتمالات التوازن
 وذلك كما يلي: 1،2،3من الفروع 

 

P1 = 0.80 P1 + 0.20 P2 + 0.2 (1- P1 – P2) 

   = 1/2 

 

P2 = 0.2 P1 + 0.2 (1-P1 – P2) 

   = 1/6 

 

P3 = 1- P1 – P2) 

   = 1-1/2 - 1/6 

   =2/6 

   =1/3 
ii.  نقترح ان  تقام محطة الصيانة في الفرعA  لانه صاحب اكبر احتمال بان تعود

 اي  انه اكثر فرع سترد اليه السيارات. ،السيارات اليه

 الى  

  من 

 2حالة  1حالة 

 0.20 0.80  1حالة 

 0.80 0.20 2حالة 
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 الفصل الثالث

 نظرية المباريات
Games Theory 

 

 مقدمة 1.3
 نظرية المباريات هي دراسة للاستراتيجيات في مواقف النزاع، ومفهوم هذا النزاع من شخصين او اكثر 

ولكن كل بديل مفتوح امام كل منهم  ،امامهم فرص لاختيار بدائل متاحة لهم ،منهم باللاعب()يسمى كل  

 بحيث انه يوجد تعارض في الاهداف. ،يؤثر على قيمة ما يحققه اللاعب الاخر من عائدات

بانها مجموعة من القواعد او الدوال التي بواسىىىىطتها يمكن تحديد اختيار لاعب معين وتعرف الاسىىىىتراتيجية 

 في كل مرحلة حركة له خلال المباراة.

تحققه المباراة ) النزاع ( من عائد  المشىىىكلة ان كل لاعب يجب ان يضىىىع في اعتباره ان ما ان اهم ما يميز

في ومن ثم فان كل لاعب يمارس قدرا محدودا من التحكم  ،يتوقف على قرارات كل المشىىىتركين في المباراة

يقيد ارا معينا فهو عندما يتخذ قر  ،بافضىىىىل طريقة ممكنةمن التحكم  القدريسىىىىتخدم هذا  وعليه ان  ،الموقف

هو محكوم في اتخاذ قراره بما هو متوقع من ومن ناحية اخرى  ،من حرية اللاعبين الاخرين في الاختيار

 خرين.لآاات تصرف

 لمباريات ثلاثة انواع رئيسية هي:وا

 ت من فردينمباريا .1

 مباريات ضد الطبيعة .2

 مباريات متعددة الاطراف .3

 التالية:مباريات تحكمها القواعد الوكل 
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 ولكن عدد المشتركين في اي حالة هو عدد محدود ،هناك فردين او اكثر يشتركون في المبارة .1

 ئل المتاحة والتي يختار من بينهالاعب عدد محدود من البدالكل  .2

ن معىه في و ن المشىىىىىىىىىىىىىىتركو خر قرار كل لاعب يؤثر فيمىا يحققىه هو من عائد وفيمىا يحققىه الا .3

 المباراة

 تتخذ في نفس الوقت جميع اللاعبينقرارات  .4

 كنة لاستراتيجيات اللاعبين معلومالعائد من جميع البدائل المم .5

 عب متاحة ايضا لغيره من اللاعبينالبدائل المتاحة لاي لا .6

 لا يتصل اللاعبون ببعضهم البعض .7

ولهم نفس  ،ويحكمهم المنطق في تصىىىىىىىىىىىرفهم ،المشىىىىىىىىىىىتركين فيها عقلاء ان رض في المباراةيفت .8

ونقصىىىىىىىىىىىىىىىد بعقلاء هنا انه لهدف معين ومحدد ولنفس البدائل المتاحة فان كل لاعب  ،الدوافع

 يختار نفس الاستراتيجية.

 مباريات الشخصين ذات العائد الصفري   2.3
The Two-Person, Zero-Sum Game 

 
 اعتبر مصفوفة العائد التالية:

 

 

  Bاللاعب 

B3 B2 B1   

10 1- 1 A1 اللاعب   
A     

4- 0 5- A2 

5 1 2 A3 
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اختيارات مفتوحة وثلاثة  ،A  (3, A2A1, A )في هذه المباراة هناك ثلاثة اختيارات مفتوحة امام اللاعب

سىىىىىميت مصىىىىىفوفة  ولهذا)  ،Aوالمصىىىىىفوفة تبين مقدار العائد للاعب   ،B  (3, B2, B1B )امام اللاعب 

 (3x 3) العائد ( والمصفوفة هنا

 3Aللاسىىىىىىىىتراتيجية  Aمصىىىىىىىىفوفة العائد السىىىىىىىىابق توضىىىىىىىىح لنا مثلا ان اختيار  و ،(3x3لذلك فان المباراة )

 ،5عائدا مقداره  Aيحقق لى   3Bللاستراتيجية  Bواختيار 

 هفانه ولاي اختيار بين اللاعبين ما يكسىىىب ،رى ن ) لاعبين فقط ( ذات العائد الصىىىفوفي مباريات الشىىىخصىىىي

وعليه  ،ومن ثم يكون الحاصل الكلي لدخل اللاعبين معا هو صفر ،Bهو ما يخسره اللاعب  Aاللاعب 

 ولكن باشارة معكوسة. Aهي نفسها مصفوفة العائد للاعب  Bفان المصفوفة للاعب 

ان اللاعب  ،لاعب تصىىىىىغير لما يخسىىىىىره Bاللاعب  يكون ما يكسىىىىىبه للاعب تكبير  Aبينما يكون اللاعب 

A 1تماما انه اذا اختار الاسىىىىىىتراتيجية  يعرفA  اذا (  1) لكنه قد يخسىىىىىىر  ( ا ) او (10)فانه قد يكسىىىىىىب

 .2Bالاستراتيجية اختار ه مخص

واذا  ،ايضىىىا 5لكنه قد يخسىىىر  ،فان افضىىىل ما يتوقعه عائدا مقداره الصىىىفر 2Aالاسىىىتراتيجية  Aواذا اختار 

 وعليه ان يتوقع الاسوأ. ،1عائد هو  ، واسوأ5فضل ما يتوقعه من عائد هو فان ا 3Aاختار الاستراتيجية 

 Bفاذا رجعنا الى وجهة نظر 

بل   2Aلايختار  Aفان  1Bلكنه يعلم انه لو اختار  ،( B 2A ,1عند )  5هو  Bان افضل عائد للاعب 

 B (2)يخسر ف 3Aبالاحرى يختار 

  Aان يختار  3Bيتوقع اذا اختار  لكنه لا ،4عائدا مقداره  B( تحقق لىىىىىىىىىىىىىىىىىىىىىى  B 2A ,3كذلك فان الخلية ) 

2A،  بل قد يكون اختيارA  1هوA   وهناB 10 يخسر  

واختار اصىىىىىىىىىىىىىغر عائد  ،نظر الى كل سىىىىىىىىىىىىىتراتيجية مفتوحة امامهانه في الواقع هو  Aان ما فعله اللاعب 

 مختلفة.استراتيجياته ال Bممكن لهذه الاستراتيجية نتيجة لاختيار 
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 ثم من كل هذه العوائد الصغرى اختار الاستراتيجية المناظرة لاكبر هذه القيم الصغرى.

واختىار اكبر خسىىىىىىىىىىىىىىىارة ممكنىه لهىذه  ،اتيجيىة متىاحىة لىههو انىه نظر الى كىل اسىىىىىىىىىىىىىىتر  Bومىا فعلىه اللاعىب 

ثم من هذه القيم الكبرى للخسىىىارة اختار الاسىىىتراتيجية  ،اسىىىتراتيجياته المختلفة Aية نتيجة اختيار الاسىىىتراتيج

 المناظرة لاصغر هذه القيم الكبرى.

 :في المصفوفة التاليةوالتحليل السابق ممثل  

 
  Bاللاعب 

Max Min 
 

Min B3 B2 B1  
1- 10 1- 1 A1 اللاعب 

 A      
5- 4- 0 5- A2 

1 2 1 2 A3 

 10 1 2 Max 

Min Max 
 

 (.V = 1( وعائد المباراة B 3A,2وبذلك يكون حل المباراة هو ) 
 

  or (Saddle Point) (Breakeven) نقطة التعادل  ❖
تسىىىىاوي اصىىىىغر  A( للاعب التكبير  Max Min) يلاحظ في المسىىىىالة السىىىىابقة ان اكبر القيم الصىىىىغرى  

 في مصفوفة العائد اي ان  B( للاعب التصغير  Min Maxالقيم الكبرى ) 

        Max Min = Min Max 

 وسميت الاستراتيجية  ،لها هذه الخاصية سميت مباراة ذات نقطة التعادلة ا اذا كانت المبار 
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 (2, B 3A  ( نقطة التعادل )نقطة الســرج Saddle Point)،  وهي النقطة التي يسىىىىتريح عندها كل من

ويزيد من خسىىىىىىارة  ،لان اي انحراف عنها يقلل من عائد لاعب التكبير ،التصىىىىىىغيرلاعب  لاعب التكبير و

 واضح ان: و ،لاعب التصغير

)سىىىىىىىىىىىىرج( فقيمة المدفوعات )عائد او خسىىىىىىىىىىىىارة( عند  اذا كان للمباراة اكثر من نقطة تعادل •

 متساوية.جميع نقط التعادل 

الاخرى يحدد نقط سىىىىىىىىىرج ان عمود كل منهما مع صىىىىىىىىىف كان هناك نقطتين للسىىىىىىىىىرج فذا ا •

 ( نقطتين للسرج احدهما عند 6x4فمثلا اذا كان لمصفوفة دفع ) ،اخرى 

(4, B2A )( 1والثانية عندB2, A( فهناك نقط سرج اخرى عند )1, B2A ) 

 ( 4, B5 A ) 

 
                    Domination  السيطرة ❖

 

  Bاللاعب 

B3 B2 B1  

10 1- 1 A1 اللاعب 
 A 

4- 0 5- A2 

5 1 2 A3 

 
دون ان يؤثر ذلك على قيمة  2Aيمكنه ان يسىىىقط من اعتباره الاسىىىتراتيجية  Aان اللاعب  

اقل من القيم المناظرة لها للاسىىىتراتيجية  2Aلاسىىىتراتيجية اوذلك لان كل القيم لعائد  ،المباراة

3A  
                        (5 >4-  ,1>0  ,2 > -5) 
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اذا كانت قيم العوائد على الصىىىىىىف المناظر لهذه الاسىىىىىىتراتيجية  Aاي انه لاي اسىىىىىىتراتيجية للاعب التكبير 

اللاعب ان يلغي او يسىىىىىقط الاسىىىىىتراتيجية اقل او تسىىىىىاوي القيم المناظرة لاسىىىىىتراتيجية اخرى فانه يمكن لهذا 

 الاولى من الاعتبار.

كبر من او اذا وجد قيم الخسارة على العمود المناظر لاحدى استراتيجاته ا Bوبالمثل فان لاعب التصغير 

 ةفانه يسىىىىىىىتطيع ان يلغي او يسىىىىىىىقط من الاعتبار الاسىىىىىىىتراتيجي ،لاسىىىىىىىتراتيجية اخرى تسىىىىىىىاوي القيم المناظرة 

 الاولى.

م نتيجة لسيطرة ث ،2Aعلى الاستراتيجية 3Aنتيجة لسيطرة الاستراتيجية  هنجد ان ،وبتطبيق المفهوم السابق

 بح المصفوفة:تصو  A3B ,2يمكن الغاء   3Bعلى  1Bالاستراتيجية 

 

B2 B1  

1- 1 A1 

1 2 A3 

 

وبذلك يختزل  ،B1تسيطر على الاستراتيجية  B2وفي هذه المصفوفة الاخيرة نجد ايضا ان الاستراتيجية 

 المصفوفة الى:

 

B2  

1- A1 

1 A3 
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وبذلك يسىىىىهل كثيراً  ،ان اكتشىىىىاف السىىىىيطرة للاسىىىىتراتيجيات يمكننا من اختزال مصىىىىفوفة الدفع الى حجم اقل

 من الجهد الرياضي.

 

 الاستراتيجيات الحرة والاستراتيجيات المختلفة 3.3
Free Strategies and Various Strategies 

 

لهذا فان كل لاعب  ،V= 1وقيمة المباراة  ،مرضىىىىىىىىىىىىىية للطرفين B3A ,2في المباراة كانت الاسىىىىىىىىىىىىىتراتيجية 

ذلك انه يختارها اختيار مطلق  ،وتسمى الاستراتيجية التي يختارها بالاستراتيجية الحرة ،لايغير استراتيجيته

 طول المباراة.

 ان هذا الوضع نش  لان المصفوفة كانت ذات نقطة سرج او بمعنى اخر تحقق الشرط
 

          Max Min = Min Max 

 

 هذا الشرط نش  وضع مغاير ولتوضيح ذلك ناخذ المثال التالي: فاذا لم يتحقق
 

 مثال

وتطلب الامر ضىىىىرورة التفاوض على عقد جديد  ،عينة ونقابة العمال على الانتهاءمقرب العقد بين شىىىىركة 

 ،فكان على كل طرف ان يعد الاسىىىىىىىتراتيجية التي سىىىىىىىيتبعها في عملية التفاوض قبل انتهاء فترة هذا العقد،

 الطرفين هي: نت الاستراتيجيات المحتملة لكلافاذا كا

 لعدائية واتخاذ المواقف المتشددةسياسة الهجوم والمفاوضة ا .1

 مدخل الاقناع .2

 المدخل القانوني .3

 ل الاتفاق والتفاهممدخ .4
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 للشركة ( على النحو التالي:مصفوفة التكلفة  كانت مصفوفة العائد للنقابة ) وهيو 

 

  (Aالشركة ) 

Max 

Min 
 

Min A4 A3 A2 A1  

12 35 12 15 20 B1 النقابة 

B      8 10 8 14 25 B2 

2 5 19 2 40 B3 

5- 0 11 4 5- B4 

 35 19 15 40 Max 

Min Max 
 

 فما هي الاستراتيجية التي يجب على كل طرف ان يتبعها؟
 

 الحل:

ولهذا  ،ولهذا لابد من البحث عن اسىىىىىىتراتيجية مختلفة ،هنا نقطة توازن )او تعادل او نقطة سىىىىىىرج(يوجد  لا

وبالتالي نستبعد  ،4Bتسيطر على  1Bفنجد ان  ،نقوم اولا باختصار الجدول السابق حسب مفهوم السيطرة

4B،  2وكل من, A3A  1تسىىىىىيطر علىA،  1فنسىىىىىتبعدA،  1وهذا يؤدي الى سىىىىىيطرةB  2علىB،   وسىىىىىيطرة

 2A  4علىA،  2وعليه نسىىبعدB  4وA ، 1وبالتالي فان الاسىىتراتيجيات الباقية للنقابة هي, B3B  وللشىىركة

 .A3A ,2هي 
 

 الشركة
 

 النقابة
 

 

A3 A2  

12 15 B1 

19 2 B3 
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ة المختلطاو تلك الاسىىىىىىتراتيجية  ،ويكون هدفنا الان هو التوصىىىىىىل الى تشىىىىىىكيلة الاحتمالات للاسىىىىىىتراتيجيات

 بالاستراتيجيات الصافية المتوفرة.التي ستحسن وضع الطرفين فيما يتعلق 

 :على سبيل المثال

 ،النصف الاخر من الوقت  3Aنصف الوقت و 2Aافترض انه من الممكن ان تستخدم الشركة استراتيجية 

 فان الزيادة المتوقعة في الاجر تصبح 1Bالاستراتيجية فاذا استخدمت النقابة 

 (1/2) (15) + (1/2) (12) = 13.5 

 فان الزيادة المتوقعة في الاجور تصبح  2Bواذا استخدمت النقابة استراتيجية 

(1/2) (2) + (1/2) (19) = 10.5 

و  وه  Minimaxواي رقم من هذين الرقمين من وجهة نظر الشىىركة افضىىل من الرقم الذي اظهرته قاعدة 

(15) 

 والنقابة بطبيعة الحال ستطبق مثل هذه الاستراتيجية المختلفة.

الى ان كلا الطرفين ان يبحث عن الاحتمال الذي سىىىىىىىىىىىيؤدي بالمنفعة المتوقعة من وجهة نظره  ىفعلولهذا 

اي ان يبحث عن اسىىىىىىىتراتيجية واحدة مهما كانت اسىىىىىىىتراتيجية  ،اسىىىىىىىتراتيجية الخصىىىىىىىم تصىىىىىىىبح مسىىىىىىىتقلة عن

 الخصم.

 

 النقابة

فترة من  1Bاي سىىىىتسىىىىتخدم اسىىىىتراتيجية  P-1باحتمال   3Bو  Pباحتمال   1Bنفترض ان النقابة سىىىىتختار 

 .3Bالزمن ثم تنتقل الى استراتيجية 

 فان منفعة النقابة المتوقعة تصبح: 2Aفاذا استخدمت الشركة استراتيجية 

 

V (B / A2) = 15 P + 2(1- P) ……. (1) 
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 فان منفعة النقابة المتوقعة تصبح: 3Aواذا استخدمت الشركة استراتيجية 

V (B / A3) = 12P + 19(1-P) ……… (2) 

 واذا ساوينا هاتين المنفعتين وقمنا بحل المعادلتين نصل الى:

 

15 P – 2 P – 12 P + 19 P = 99-2 

 

                    20 P = 17 

                                  

                         𝑃 =
17

20
  =  85% 

                                   

                     1 − 𝑃 =
3

20
= 15% 

                                  

 

% من الوقت واسىىتراتيجية 1B 85والمنفعة المتوقعة لاسىىتراتيجية النقابة المختلفة وهي اسىىتخدام اسىىتراتيجية 

3B 15:من الوقت هي % 

                                              

V(B/A2) = V(B/A3) = 15 (0.85) + 2 (0.15) 

                                = 13.05 
 

 .Maximinوهذه القيمة اكبر من القيمة التي تنتج عن قاعدة الى 

 

1-و)  2Aالان تمثل احتمال ان الشركة تختار  pو ،نقوم الان بحل نفس المشكلة من وجهة نظر الشركة

P 3( احتمال اختيار الشركةA. 
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 :للشركة ) اي الزيادة في اجور العمال ( هيتكون التكلفة المتوقعة  1Bفاذا اختارت النقابة استراتيجية 

V (A /B1) = 15 P + 12 (1- P) ………. (3) 
 

 تكون التكلفة المتوقعة للشركة هي: 3Bختارت النقابة واذا ا

V (A / B3) = 2P + 19 (1- P) …….….. (4) 

 

 المعادلتين وحلها نصل الىوبمساوات 

15 P + 12(1- P) = 2P + 19(1-P) 

                       13P = 7(1-P) 

                                       

                           P = 35% 

 

1) P = 65% 

                

 وتكون التكلفة

              V (A / B1) = V(A/B3) = 15 (0.35( + (12) (0.65)   

                                                     

                                                 = 13.05                                        
 ة عن قاعدة تجوهذه التكلفة المتوقعة مستقلة عن استراتيجية النقابة وهي اقل من التكلفة النا

دينار  وهي الزيادة في اجور العمال التي يجب ان يتفق عليها تعتبر  13.05والواقع ان  ،Min Maxالىىىىىى 

وهكذا فعلى الاسىىىتراتيجية المختلطة تخفيض التكلفة القصىىىوى للشىىىركة الى ادنى حد وزيادة  ،مقياسىىىا للمنفعة

 .الاجور الدنيا للنقابة الى اقصى حد

صىىىىىىىىىىىىىىوى لزيادة الاجور وتكلفة لحدود الدنيا والقا 15و 12وبالتالي فان المنفعة المتوقعة يجب ان تقع بين 

 ول ان يجعل المباراة لاتتاثر باختيار خصمه.بهذا المفهوم السابق نجد ان كل طرف يحا الشركة،
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    Non-Zero Sum Games  مباريات المجموع غير الصغرى  4.3

 مثال

ويظهر الجدول التالي جدول العائد لهذا القرار  ،شركتان امامها قرار القيام ) او عدم القيام ( بحملة اعلانية

 ) اعلان او عدم اعلان (:

 
             2  

  1                            
 اعلان عدم الاعلان

 +2 عدم الاعلان
2+ 

             5+ 
15- 

 اعلان
 

        15- 
5 + 

         10- 
10- 

 
  ،2ومنفعة شركة  1المنفعة للشركتين لكل زوج من القرارات: منفعة شركة وتشير الارقام في الجدول الى 

 
بالاعلان  فان منفعة شىركة   2قامت بالاعلان في حين لم تقم شىركة  1فعلى سىبيل المثال لو ان الشىركة 

 ( -15ستكون ) 2ومنفعة شركة ( 5ستكون ) 1
 

 2جدول العائد لشركة 
 

                 2   
     1 

 اعلان عدم الاعلان

 5 2 عدم الاعلان

 -10 -15 اعلان

بعدم الاعلان ستكون  1 لانه لو قامت شركة ،سيكون الاعلان  2 شركةقرار فان   1 ايا كان قرار شركة

 2بالاعلان فان شىىىىىىىىركة 1 لو لم تعلن ثم لو قامت شىىىىىىىىركة 2( وهو افضىىىىىىىىل من منفعة 5) 2منفعة شىىىىىىىىركة

 .15على خسارة  10تفضل خسارة ستفضل ايضا الاعلان لانها 
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 .1 العقلاني هو الاعلان مهما كان قرار الشركة 2 اذن فان قرار شركة

 اي ان قرار الاعلان يسيطر على قرار عدم الاعلان.

  1 وينطبق نفس التحليل على الشركة

 1جدول العائد لشركة 
   

                 2   
     1 

 اعلان عدم الاعلان

 -15 2 الاعلانعدم 

 -10 5 اعلان

 

هو ايضىىىا الاعلان مهما كان قرار  1 ويكون قرار الشىىىركة ،فقرار الاعلان يسىىىيطر على قرار عدم الاعلان

 .2الشركة

واما اذا لم تتصف الشركتان  ،لكل منهما 10وبهذا فان القرار الرشيد للشركتين هو الاعلان وخسارة قدرها 

سىىىىىىيطرة اي مبذلك النوع من الرشىىىىىىد فانهما قد يتبعان السىىىىىىياسىىىىىىة او الاسىىىىىىتراتيجية المسىىىىىىيطر عليها وليس ال

 لكل منهما. 2استراتيجية عدم الاعلان ويحققان ربحا قدره 

  الاخر، م معرفة اي منهما باتجاهاتويتطلب هذا التحليل ) بطبيعة الحال ( عدم تعاون الشىىىىىىىىىىىىىىركتين وعد

 ويفترض هذا التحليل ايضا ان المباراة تلعب مرة واحدة بدون تعلم ناتج عن خبرة سابقة.

غير رشىىىىىىىىىىيدين الى قرار افضىىىىىىىىىىل من وجهة  متباريانوقد يصىىىىىىىىىىل  ،بالطبع ان هذا الحل يعتبر غير مرض

لى حلول فمباريات المجموع غير الصـــــغرى غالبا ما ت دي ا ، حيث لا تقوم الشىىىىىىىىركتان بالاعلان،نظرهما

 غير مرضية.
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 نظرية المباريات الفصل الثالث / تمارين  5.3

 
الجدول التالي في وتمثل الارقام  يظهر الجدول الآتي مصىىىىىىىىىىىىىىفوفة العائد للمتباريين  ، ب،    (1

 المنفعة التي يكتسبها   والتي يخسرها ب لاي تقاطع للاستراتيجيات:

 

 

A 

B 
B1 B2 

A1 10 6 
A2 8 12 

 
 والمطلوب:

I. صى للحدود الدنيا للارباح التي يمكن ان يحصل عليها ماهو الحد الأقA ؟ 

 ) بكل تاكيد( باتباع استراتيجية صافية؟

II.  ما هو الحد الادنى للحدود القصوى للخسائر التي يمكن ان يحققهاB ؟ 

 ) بكل تاكيد (  باتباع استراتيجية صافية؟

III.  ؟ما هي الاستراتيجية المختلطة للمتباري  

IV.  لو ان  Aو B اتبعا الاستراتيجية المختلطة، فما هي قيمة المباراة؟ 

 
 شركتين لتي مصفوفة العائد المناسب لاستراتيجيات التسويق لآيظهر الجدول ا (2

 B , Aمتنافستين         
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استراتيجيات 
A 

 Bاستراتيجيات 
B1 B2 

A1 صفر 
 صفر

2 
1 

A2 1 
4 

2 
5 

  
 المطلوب: 

I.   ما هي الاستراتيجية التي سيتبعهاAولماذا؟  ، 

II.   ما هي الاستراتيجية التي سيتبعهاBولماذا؟ ، 

III.  ما هو العائد او النائج الذي تتوقعه لهذا الوضع؟ 

 ركة الاولى تخسىىىىىره الشىىىىىركة الثانية،وما تربحه الشىىىىى ،على احد الاسىىىىىواق 2، 1تتنافس الشىىىىىركتان   (3

باسىىىىتخدام الاعلان  ،من السىىىىوق لتي تحصىىىىل عليها الشىىىىركة الاولى تي المنفعة الآويظهر الجدول ا

 بدرجات مختلفة ) افترض ان المباراة ذات مجموع صفري (.

 

 منفعة الشركة آ
 

 1شركة 
 2شركة 

 حملة اعلانية ضخمة اعلان متوسط بدون اعلان

 40 50 60 بدون اعلان

 50 60 70 اعلان متوسط

 75 70 80 حملة اعلانية ضخمة

 
 المطلوب: اوجد حل التعادل
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لات لآوتتنافسىىىىىىىان على بيع هذه ا ،لات الميكانيكيةلآبانتاج نوع واحد من ا ب و آتقوم الشىىىىىىىركتان  (4

بينما يعمل لدى  ،اربعة رجال تسىىىىىويقآ   ويعمل لدى الشىىىىىركةص   و   س الى شىىىىىركتين

حدد عدد رجال ان ت ب و آويجب على الشىىىىركتين  ،ثلاثة رجال تسىىىىويق فقط ب الشىىىىركة 

من شىىىىىركة وسىىىىىتقوم كل ، ص و   سالتسىىىىىويق الواجب تخصىىىىىيصىىىىىهم لكل من الشىىىىىركتين 

لات بعدد رجال لآويرتبط احتمال شىىىىىىىىىىىىراء ا ، لة فقط 70بشىىىىىىىىىىىىراء  صو   س الشىىىىىىىىىىىىركتين

 التسويق الذين سيقومون بزيارتها كنسبة من عدد الزيارات الكلية.

 

 المطلوب     

I.  اعداد جدول العائد للشىىىىركتينA و B،  على اسىىىىاس  ان العائد هو العدد المتوقع

مطروحا  140سىىىىىىىيكون  Bوبالتالي فان العائد للشىىىىىىىركة  ،لاتلآمن ا Aان تبيعه 

 Aمنه عائد الشركة 

II.  ما هي الاسىىىىىتراتيجيات التي يجب ان تسىىىىىتخدمها كل من الشىىىىىركتينA و B  في

 يعملون لديهم؟ وما هي قيمة  المباراة للشركتين؟توزيع رجال التسويق الذين 
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 نظرية المباريات الفصل الثالث / حل تمارين   6.3
 
1) 
 

 1B 2B اقل ربح 

1A 10 6 6 
2A 8 12 8 

 Max Min 12 10 اقصى خسارة

 Min Max   

 

 
I. Max Min = 8           

II. Min Max = 10        

III.      لتكنP  1هي نسبة الوقت المستخدم فيA 

 A2هي نسبة الوقت المستخدم لى  P-1و    

(A/B1) = 10P + 8(1-P)                       
(A/B2) = 6P + 12(1-P)                       
(A/B1) = (A/B2)                              

 10P + 8(1-P) = 6P + 12(1-P)                 

P = 0.50                                          

                1سيستخدم الاستراتيجيةA 50 2% من الوقت وA 50.% 

 

IV.       هي:اة قيمة المبار            

 

 9       =10(0.50) + 8(0.50) 
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2) 
I.     مصفوفةA  هي   

 
 1B 2B 

1A 1 صفر 
2A 

4 5 

 
            2A    1تسيطر علىA 

         2A   الاستراتيجية المتبعة هي 

 
      II.      مصفوفةB  هي 

 
 1B 2B 

1A 2 صفر 

2A 
1 2 

 

                 2B  1على  تسيطرB 

         2B   هي الاستراتيجية المتبعة 

 
III   . 2الاستراتيجية المتبعة هيA  2B 

  Bلى   2 و    Aلى   5 قيمة العائد هي        
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3)                                    
 1شركة 
 

 1B 2B 3B اقل ربح 

1A 60 50 40 40 
2A 70 60 50 50 
3A 80 70 75  70  maxmin 

  minmax 75  70 80 اقصى خسارة

 
 هي نقطة التعادل   3A  2B حل التعادل هو    
 
 
4)   

  
  1 2 3 4 

 ب        
  

3 س 
0 ص 

2 س 
1 ص 

1 س 
2 ص 

0 س 
3 ص 

1 
4  س 
0 ص 

65 
75 

94 
46 

84 
56 

70 
70 

2 
3 س 
1 ص 

35 
105 

66 
74 

64 
76 

53 
87 

3 
2 س 
2 ص 

42 
98 

58 
82 

58 
82 

42 
98 

4 
1 س 
3 ص 

53 
87 

64 
76 

66 
74 

35 
105 

5 
0 س 
4 ص 

70 
70 

84 
56 

94 
46 

65 
75 

 
 لوحدها  ب  لوحدها وقيم أ   باسلوب السيطرة بعد ان ناخذ قيم نصل الى الاستراتيجية
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 ملاحظات على الحل :

 ( كما يلي:1،1نصل الى قيم المربع )

 لة    40  =) 4 /7 ( 70 بة لى أ سيبيع  الى س بالنس

 لة لان كل منهما لم يرسل احد الى ص    35 =)  2/1(70سيبيع  الى ص            

 65 =  75 - 140ص   , سيبيع  الى س  ب  بالنسبة لى

 65=   )2/1 (70+  )7/3 ( 70او                

 ( كما يلي:1،2نصل الى قيم المربع )و 

 لة  46 = ) 4/ (706 بة لى أ سيبيع  الى س بالنس

 لم يرسل احد الى صلانه الى ص لن يبيع اي  لة 

 .وهكذا بالنسبة لباقي قيم الجدول
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 البرمجة الخطية :الثاني الجزء
 

 مقدمة
 

( من اكثر المشىىىىىىاكل  Maximization and Minimizationتكاد تكون مشىىىىىىكلة التعظيم والتصىىىىىىغير )

الاقتصىىىىىادية وفي الدراسىىىىىات التطبيقية، فكثيراً ما نكون معنيين بمعرفة قيمة التي تواجهنا في الحياة العملية 

 بعض المتغيرات التي تجعل ربحنا اكبر ما يمكن او تجعل تكلفة انتاجنا اقل مايمكن.

في السىىىىىىىنوات الاخيرة امكن  التغلب على مشىىىىىىىاكل من نوع تعظيم او تصىىىىىىىغير دالة هدف معينة بمتغيرات 

 جموعة من الشروط، وذلك باستخدام بعض النماذج الرياضية.عديدة مختلفة خاضعة لم

في يومنا هذا معظم المشىىاكل تحتوي على العديد من المتغيرات، وكذلك على العديد من الشىىروط أو القيود 

التي هي على شىىىىكل متباينات اكثر منها على شىىىىكل متسىىىىاويات، والتي تشىىىىترط ان تكون جميع المتغيرات 

 سالبة.الاساسية متغيرات غير 

 من اكثر الطرق التي تلعب دوراً هاماً في حل مثل هذه المشاكل طريقة البرمجة الخطية.

من الممكن التعبير عن الشىىىكل العام لمشىىىكلة البرمجة الرياضىىىية ب نها تعظيم او تصىىىغير دالة هدف معينة 

 التي تعظم او تصغر دالة الهدف: jXخاضعة لمجموعة من القيود، اي هي تحديد قيم 
 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . . . . . 𝑥𝑛) 
 بشرط ان:

𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . . . 𝑥𝑚) ≤ 0 
 وايضاً: 

𝑋𝑗 ≥ 0 
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 حيث:

(
𝑖 = 1,2, . . . 𝑚
𝑗 = 1,2, . . . 𝑛

) 

 ان نجاحا خاصا قد تحقق في تطوير اساليب معينة لحل المسائل التي لها الخواص التالية:

 دالة هدف خطية .1

 الخطية وهي ما تعرف بالقيود الهيكليةمجموعة من القيود  .2

 قيود غير سالبة .3

 وهذه الاساليب هي أساليب البرمجة الخطية.
 

اما اذا تغير شىىىرط من الشىىىروط الثلاثة فاننا لانسىىىتطيع اسىىىتخدام طرق البرمجة الخطية، وقد نسىىىتخدم عند 

 ذلك طرق اخرى وهي طرق البرمجة غير الخطية.

، ففي ذلك الوقت دُعي بعض 1947عامة للبرمجة الخطية حتى عام لم تكن قد تمت صىىىىىىياغة المشىىىىىىكلة ال

العلماء والخبراء في سىىلاح الجو الاميركي لدراسىىة امكانية تطبيق الطرق والاسىىاليب العلمية والرياضىىية في 

الصىىىىىىىىيغة الرياضىىىىىىىىية الاولية لمسىىىىىىىىائل البرمجة  DANTZIGادارة الحرب وتنظيم الدفاع الوطني، فوضىىىىىىىىع 

 الخطية على الصورة التالية:

 التي تجعل دالة الهدف  jXتحديد قيم 

𝑓(𝑋) = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2+. . . +𝐶𝑛𝑋𝑛 =∑𝐶𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑗 

 اكبر ما يمكن أو اقل مايمكن بشرط أن:

∑𝛼𝑖𝑗𝑋 ≤ 𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

 

𝑋𝑗وان                                         ≥ 0 
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𝑖حيث:                                     = 1,2, . . . 𝑚     

𝑗 = 1,2, . . . 𝑛 
بتطوير واحىىدة من اهم طرق البرمجىىة الخطيىىة، وهي مىىاتعرف  1947في عىىام  DANTZIGوايضىىىىىىىىىىىىىىىا قىىام 

 .SIMPLEXبطريقة سمبلكس 

لمدخلات هذا وقد دخل اسىىىتخدام البرمجة الخطية في حل كثير من مسىىىائل الصىىىناعة والانتاج وفي طرق ا

 والمخرجات في الاقتصاد وغيرها.

ان موضىىىىوع البرمجة الخطية سىىىىيطور في الايام القادمة، وسىىىىتصىىىىبح له اهمية كبرى في الميادين التطبيقية 

والاكاديمية، واننا في هذا الكتاب سىىىىىىىنحاول التعرف على المبادي الاسىىىىىىىاسىىىىىىىية والمفاهيم الرئيسىىىىىىىية للبرمجة 

 الامكان تجنب الرياضيات العليا في معالجتنا للموضوع.الخطية، بكل بساطة، وسنحاول قدر 
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 الرابعالفصل 

 صياغة نماذج البرمجة الخطية
Formulating linear programming models 

 

لنبين كيف يكون تنظيم المعلومات المتجمعة  ،في هذا الفصل سنقدم بعض المسائل التي لها وضع خاص

عن هذه المسىىىائل في جداول، ومن ثم كيف يكون تكوين او صىىىياغة نموذج رياضىىىي لكل مسىىى لة، ومن ثم 

 تعميم صيغة النموذج الرياضي.

 

 

 Food Problemمشكلة الغذاء    1.4

تتفق مع حد ادنى محدد لمتطلبات المشىىىىىىىىىىىىىىكلة هي تحديد الخليط الامثل للانواع المتاحة من الطعام التي 

 التغذية والمقصود هنا بالخليط الامثل هو الخليط الاقل تكلفة. للتوضيح اليك المثال العددي التالي:

 (1مثال )

افترض ان لىىدى وزارة التربيىىة فكرة لتقىىديم وجبىىة غىىذائيىىة لطلبىىة المرحلىىة الابتىىدائيىىة، وافترض انىىه اتفق ان 

وبيض، افترض ايضىىىىا انه بناء على البحوث الصىىىىحية، تبين ان الطالب تتضىىىىمن هذه الوجبة حليب ولحم 

، Bملليغرام يوميا من فيتامين  50و Aملليغرام يوميا من فيتامين  40في هذا السىىىىىىىىىىىىىىن يحتاج على الاقل 

 ومن المعلوم ان:

 Bملليغرام من  10و  Aملليغرام من فيتامين  1كيلو غرام من الحليب يعطي  1

 Bملليغرام من    8و  Aملليغرام من فيتامين  5حم يعطي   كيلو غرام من الل 1

   Bملليغرام من  10و  Aملليغرام من فيتامين  10دزينة من البيض يعطي      1
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 افترض ان:

 ريال 10    تكلفة كيلوغرام الحليب

 ريال  65    تكلفة كيلوغرام اللحم

 ريال 25     تكلفة دزينة البيض

 

 المعلومات المعطاة في المس لة في الجدول التالي:يمكن تنظيم جميع 

 
 

الحد الادنى للمتطلبات 
 اليومية

 نوع الطعام الحليب اللحم البيض

 الفيتامينات 

40 10 5 1 A 

50 10 8 10 B 

 تكلفة الوحدة 10 65 25 

 
 الان يمكننا وضع المشكلة بالصورة التالية:

تحديد عدد كيلوغرامات كل من الحليب واللحم وعدد دزينات البيض التي يجب خلطها معا لتكوين الوجبة 

، وتحقق في نفس الوقت Bو Aالغذائية، والتي تحقق الحد الادنى من المتطلبات اليومية من فيتامينات 

 اقل تكلفة ممكنة.

 لصياغة النموذج الرياضي لهذه المس لة دع:
 

1x  تمثل عدد كيلوغرامات الحليب 

2x  تمثل عدد كيلوغرامات اللحم 

3x  تمثل عدد دزينات البيض 
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 التكلفة الاجمالية تكون تساوي:

10𝑋1 + 65𝑋2 + 25𝑋3 
 

𝑋𝐽التكلفة الاجمالية هذه دالة في المتغيرات 
,𝑆  وتكتب عادة على صورة𝑓(𝑋) :أي ان 

𝑓(𝑥) = 10𝑋1 + 65𝑋2 + 25𝑋3 
 

 في الوجبة يكون مساوياً: Aعدد وحدات الفيتامين 

𝑋1 + 5𝑋2 + 10𝑋3 
 

 في الوجبة يكون مساوياً: Bعدد وحدات الفيتامين 

10𝑋1 + 8𝑋2 + 10𝑋3 
    

على  50،40هو  Bو Aولكن كما هو محدد في المسىىى لة ف ن الحد الادنى للمتطلبات اليومية من فيتامين 

 التوالي، وبناء عليه ف ننا نحصل على :

𝑋1 + 5𝑋2 + 10𝑋3 ≥ 40 
  10𝑋1 + 8𝑋2 + 10𝑋3 ≥ 50 

تمثل كميات، فان قيمها يجب ان تكون غير سىىىىىىىىالبة اي اكبر من او تسىىىىىىىىاوي  1X،2X،3Xايضىىىىىىىىاً بما أن 

 صفر.

𝑋1 ≥ 0, 𝑋2 ≥ 0, 𝑋3 ≥ 0 
 

 وبهذا يصبح النموذج الرياضي على الصورة التالية:

 

 التي تجعل دالة التكلفة التالية: X2,X3X,1ماهي قيم 

      (1.........................)321 256510)( XXXxf ++= 
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 اقل مايمكن بشرط تحقق:

 

    (2   ..........................)𝑋1 + 5𝑋2 + 10𝑋3 ≥ 40 

                                        10𝑋1 + 8𝑋2 + 10𝑋3 ≥ 50 
 

      (3     .....................) 𝑋1 ≥ 0  , 𝑋2 ≥ 0   , 𝑋3 ≥ 0     
 

 في هذا النموذج:

 

   )(xf تدعى دالة الهدف      Objective Function                       

 Structural Constraints         ( تدعى القيود الهيكلية 2) والمتباينات   

 Non - Basic Variables( تدعى القيود غير السالبة  3) والمتباينات   

Sو   

jX                          Decision Variablesتدعى متغيرات القرار ,

 

 تعميم المشكلة

 لتعميم هذه المس لة دع:   

 n =  عدد انواع الطعام 

 m = عدد الفيتامينات 

   j=  نوع الطعام 

i   =  نوع الفيتامين 

 aij=   عدد وحدات الفيتامينi   في وحدة الطعامj 

 bi=   عدد الوحدات المطلوب من الفيتامينi 

 cj  =  تكلفة الوحدة من الطعامj 

 Xj=   عدد الوحدات من الطعامj 
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 الجدول التالي:وهذه يمكن تنظيمها في 

 
عدد وحدات 

 n .......... J ......... 1 الفيتامينات
 الطعام
 الفيتامين     

1b 1na .......... 1ja ......... 11a 1 
. . .......... . ......... . . 
. . .......... . ......... . . 
ib ina .......... ija ......... ija i 

. . .......... . .......... . . 

. . .......... . .......... . . 

. . .......... . .......... . . 
mb mna .......... mJa .......... m1a m 

 nC .......... jC .......... 1C تكلفة الوحدة 

 
 

 ويصبح النموذج الرياضي:
 
 

 التي تجعل الدالة  1X ،2X ،3X .........nXتحديد قيم 

 
𝑓(𝑥) = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2+. . . . +𝐶𝑛𝑋𝑛     

 

 اقل مايمكن بشرط تحقق القيود الهيكيلية التالية:

 
   1≥ b 

 

nX n1+………+a 2X 12+a 1X11 a 

  2≥ b nX 2n+………+a 2X 22+a 1X21 a 

       .                    . . . 

       .                    . . . 

  ≥ bi nX n+………+ai 2X i2+a 1Xi1 a 

       .                    . . . 

       .                    . . . 

  ≥ bm nX n+………+am 2X m2+a 1Xmi1 a 
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 ويمكن كتابة هذا بصيغة المجاميع كمايلي:
 

 التي تجعل الدالة التالية اقل مايمكن:  = n)1,2,…,(j و    jXتحديد قيم 

𝑓(𝑥) =∑𝑐𝑗

𝑛

𝑗=𝑖

𝑋𝑗 
 

 بشرط تحقق:

∑𝑎𝑖𝑗𝑋𝑗 ≥ 𝑏𝑖

𝑛

𝑗=1

 

 
i = 1, 2,…, m 

 

 j  X ≤0و  

 
 

  Production Problem  مشكلة الانتاج    2.4  

افترض ان مؤسىىسىىة صىىناعية تنتج منتوجات مختلفة، وكل منتوج يجب ان يمر بعدة مراحل باعلى مايمكن 

يجب انتاجها من كل منتوج لتحقيق اكبر من الامكانية او القدرة، المشىىىىىىىىىىىىىىكلة هي في تحديد الكميات التي 

 فائدة ممكنة.

 للتوضيح اليك المثال التالي:

  2مثال 

، كل مقعد يصىىىىىىنع اولا  A ،B،C ،D)نماذج( من المقاعد هي:  موديلات 4تنتج احدى شىىىىىىركات الاثاث 

افترض في قسىىىم النجارة، ثم يمر في قسىىىم الدهان، واخير يمر في قسىىىم الانجاز)وضىىىع اللمسىىىات الاخيرة(، 

سىىىىىىىىىاعة عمل رجل، وانه لايوجد في قسىىىىىىىىىم الدهان اكثر من  6000انه لايوجد في قسىىىىىىىىىم النجارة اكثر من 

 ساعة عمل /رجل. 5000ساعة عمل/ رجل، وانه لايوجد في قسم الانجاز اكثر من  4000

 في الاقسام الثلاثة هي على الترتيب: اذا كان عدد ساعات عمل/ رجل المطلوبة لكل مقعد



86 

 ساعة عمل / رجل 2،1،2يحتاج الى  Aالمقعد الواحد من النموذج 

 ساعة عمل / رجل 2،2،3يحتاج الى  Bالمقعد الواحد من النموذج 

 ساعة عمل / رجل 3،2،4يحتاج الى  Cالمقعد الواحد من النموذج 

 ساعة عمل / رجل 3،3،4يحتاج الى  Dالمقعد الواحد من النموذج 

 1.2هي  Aارباح المقعد الواحد من النموذج 

 2.0هي  Bارباح المقعد الواحد من النموذج 

 1.8هي  Cارباح المقعد الواحد من النموذج 

 4.0هي  Dارباح المقعد الواحد من النموذج 

 

 يمكننا جمع المعلومات السابقة في الجدول التالي:

 

 النماذج D C B A القدرات المتاحة
 الاقسام          

 قسم النجارة 2 3 4 4 6000

 قسم الدهان 1 2 2 3 4000

 قسم الانجاز 2 2 3 3 5000

 ربح الوحدة 1.2 2.0 1.8 4.0 

   
افترض ان المواد الاولية والتموينية موجودة، وان كل المقاعد المنتجة يمكن بيعها، وان شىىىىىركة الاثاث تريد 

 معرفة الكميات التي يجب انتاجها من كل نوع لتحقيق اكبر ربح ممكن.تحديد او 

 لصياغة النموذج الرياضي لهذه المس لة دع:
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1X  عدد المقاعد التي يجب انتاجها من النوع =A 

2X  عدد المقاعد التي يجب انتاجها من النوع =B 

3X  عدد المقاعد التي يجب انتاجها من النوع =C 

4X لتي يجب انتاجها من النوع = عدد المقاعد اD 

 اجمالي الربح يساوي:

1.2𝑋1 + 2𝑋2 + 1.8𝑋3 + 4𝑋4 
 

 اي: xf)(وتكتب عادة على صورة  SX J,هذا الربح الاجمالي دالة في المتغيرات 

𝑓(𝑥) = 1.2𝑋1 + 2𝑋2 + 1.8𝑋3 + 4𝑋4 
 عدد الساعات عمل / رجل المطلوبة في قسم النجارة هو:

2𝑋1 + 3𝑋2 + 4𝑋3 + 4𝑋4 
 6000ولكننا نعلم بان الحد الاقصى لعدد الساعات عمل / رجل المتاحة او الموجودة في قسم النجارة هو 

∴ 2𝑋1 + 3𝑋2 + 4𝑋3 + 4𝑋4 ≤ 6000 

 

 وبنفس المفهوم يكون عدد ساعات عمل / رجل الموجودة في قسم الدهان هو:

4000322 4321 +++ XXXX   
 

 الموجودة في قسم الانجاز هو:وايضا يكون عدد ساعات عمل / رجل 

2𝑋1 + 2𝑋2 + 3𝑋3 + 3𝑋4 ≤ 5000 
 

1234وايضا بما ان  ,,, XXXX :عبارة عن كميات فان 

04 X،03 X،02 X،01 X 
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 ويصبح النموذج الرياضي

1234تحديد قيم  ,,, XXXX :التي تجعل دالة الهدف اكبر مايمكن 

𝑓(𝑥) = 1.2𝑋1 + 2𝑋2 + 1.8𝑋3 + 4𝑋4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)      
 

 

 بشرط ان:

             
2𝑋1 + 3𝑋2 + 4𝑋3 + 4𝑋4 ≤ 6000
𝑋1 + 2𝑋2 + 2𝑋3 + 3𝑋4 ≤ 4000
2𝑋1 + 2𝑋2 + 3𝑋3 + 3𝑋4 ≤ 5000

} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)     

            𝑋1 ≥ 0 , 𝑋2 ≥ 0 ,  𝑋3 ≥. . . . …………………… . (3)    

 

)(xf هي دالة الهدف 

 ( هي القيود الهيكلية2المتباينات )

 ( هي القيود غير السالبة3المتباينات)

nj  هي متغيرات القرار =2,1.......,

 

 تعميم المشكلة
 

 لتعميم هذه المشكلة دع:    
 

     nعدد النماذج = 

                 m )عدد المراحل )الاقسام = 

j        النموذج =j =1, 2,…, n 

 i      القسم =   i =1, 2,….., m 



89 

ija  عدد ساعات عمل/ رجل المطلوبة في القسم لانتاج وحدة واحدة من النموذج =j 

ib    = مجموع اعات عمل/ رجل المتاحة في المرحلةi 

ic  ربح الوحدة الواحدة من النموذج  =j  

jx  الكمية التي يجب انتاجها من المنتج =j 

 

 

 وهذه يمكن جمعها في الجدول التالي:

 

 

الامـــــــكـــــــانـــــــات 
 المتاحة

: 

n 
: 

.................... 

: 

j 
: 

.................... 

: 

1 
 النماذج:  

 الاقسام   

1b 

. 

. 

1na 

. 

. 

.................... 

.................... 

................ 

ija 

. 

. 

.................... 

.................... 

................ 

a11 

. 

. 

1 

. 

. 

ib ina 
.................... ija 

.................... ija i 

. 

. 

mb 

. 

. 

mna 

.................... 

.................... 

................ 

. 

. 

mja 

.................... 

.................... 

.................. 

. 

. 

m1a 

. 

. 

m 

 nc .................... jc .................... 1c  ربح
 الوحدة

 
 

 

 ويصبح النموذج الرياضي 
 

 التي تعظم الدالة:  nX…, 2, X1Xتحديد قيم    
 

𝑓(𝑥) = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2+. . . +𝐶2𝑋𝑛 
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 بشرط ان: 
     ≤   b 1 +………+a1n Xn +a1 2X2 a11 XI 

  ≤   b2 +………+a2n Xn +a22 X2 a21 X1 

  . . . . 

  . . . . 

  . . . . 

  ≤   bi +………+ain Xn +ai2 X2 ai1 X1 

 

 

 . . . . 

 . . . . 

  . . . . 

 

 

  وان

 

0 ≥n X≥ 0,…,X2 ≥ 0, X1    

 
 

≤   bm 

 

+………+amn Xn +am2 X2 ami1X1  

 وهذا يمكن كتابته على صيغة المجاميع كمايلي:
 
 التي تعظم الدالة    ,j n)     X…(j=1,2تحديد قيم    
 

𝑓(𝑥) =∑𝐶𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑗 

 بشرط ان 

∑𝑎𝑖𝑗𝑋𝑗

𝑛

𝑗=1

≤ 𝑏𝑖 

 وان:
𝑋𝑗 ≥ 0 

 

 
 

 Transportation Problem   مشكلة النقل  3.4  
 

( الى مراكز الاسىىىىىىىىىىىىىىتهلاك او Originsلندرس الان مشىىىىىىىىىىىىىىكلة نقل منتوج معين من مراكز انتاج مختلفة )

 تكلفة ممكنة، وهي المشكلة المعروفة باسم مشكلة النقل.( باقل DESTINATIONSالمخازن )

 ولندرس الان هذا المثال التوضيحي:
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 3  مثال

وتقع في ثلاثة اماكن  O2,O3O,1(، هي: ORIGINSافترض ان مصىىىىىىىىىىىىىىنعا ما له ثلاثة مراكز انتاج )

بىائن مختلفىة، وجميعهىا تنتج نفس السىىىىىىىىىىىىىىلعىة، وان منتوج المصىىىىىىىىىىىىىىىانع الثلاثىة يسىىىىىىىىىىىىىىتوعىب من قبىل اربعىة ز 

وان اي مصىىىىىنع من المصىىىىىانع الثلاثة يمكنه تسىىىىىويق  D2,D3,D4D,1( هم: DESTINATIONSكبار)

 انتاجه الى اكثر من مستهلك في  ن واحد، وهذا يمكن توضيحه في الرسم التالي:

 
 
 

 

 

 

 

 

   
  

على التوالي، وكميىىىىىات الطلىىىىىب  30,50,40( في المصىىىىىىىىىىىىىىىىىىانع الثلاثىىىىىة هي Supply) كميىىىىىات العرض

(Demand في مراكز الاستهلاك هي )على التوالي، وايضا تكلفة شحن الوحدة الانتاجية  30,40,30,20

 ( هي كما يلي:DESTINATIONS( الى مراكز الاستهلاك )ORIGINSمن مراكز الانتاج )

2 
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 على التوالي 5,9,4,12هي  D2 , D3 , D4 D ,1الى المستهلكين  1Oمن المصنع 

 على التوالي 6,6,1,8هي    D2 , D3 , D4 D ,1الى المستهلكين  2Oمن المصنع 

 على التوالي7,4,12,1هي  D2 , D3 , D4 D ,1الى المستهلكين  3Oمن المصنع 

 

 كميات العرض والطلب وتكلفة النقل مبينة في الجدول التالي:
 

 

 4D 3D 2D 1D العرض

Destinations 
 

 Origins 

40 
5 9 4 12 

1O 

14X 13X 12X 11X 

50 
6 6 1 8 

2O 

24X 23X 22X 21X 

30 
7 4 12 1 

3O 
34X 33X 32X 31X 

 الطلب 20 30 40 30 

 

 المشكلة هي في اختيار نمط نقل خاص، اي هي تحديد الكميات 
 

11, X12 , X13 , X14 X  1التي يجب شحنها منO  1الى, D2 , D3 , D4 D 

21, X22 , X23 , X24 X  2التي يجب شحنها منO  1الى, D2 , D3 , D4 D 

31, X32 , X33 , X34 X  3التي يجب شحنها منO  1الى, D2 , D3 , D4 D 

 
 والتي تحقق الرغبات باقل تكلفة ممكنة

 

 يصبح النموذج الرياضي على الشكل التالي:
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 تحديد قيم:
14, X13 , X12 , X11 X 
24, X2 3, X22 , X21 X 
34, X33 , X32 , X31 X 

 التي تصغر مجمل التكاليف، )اي التي تجعل التكلفة اقل مايمكن(

 
 

𝑓(𝑥) = 12𝑋11 + 4𝑋12 + 9𝑋13 + 5𝑋14 + 8𝑋21 + 𝑋22 + 6𝑋23 + 6𝑋24 + 𝑋31
+ 12𝑋32 + 4𝑋33 + 7𝑋34 

 

 بشرط
 

=40   14+ X 13+ X 12+ X11 X 

=50   24+ X 23+ X 22+ X 21X  
=30 34+ X33 + X32 + X 31X  
=20  31+X  21+X     11X  

=30  32X  +    22X +  12X  
=40  33X +  23X +  13X   
=30 34X  24X +  14X  

 
 

0≥ 14 0 , X≥ 13 0 , X≥ 12 0 , X≥ 11 X 
0≥ 24 0 , X≥ 23 0 , X≥ 22 0 , X21 ≥X 
0≥ 34 0 , X≥ 33 0 , X≥ 32 0 , X≥ 31 X 

 

 تعميم المشكلة

 
 دع:   

 
n           ( عدد المستهلكين =Destinations) 

m ( عدد المصانع =Origins) 

j  المستهلك =(j=1, 2,..., n) 
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i (  المصنع =i=1, 2,...,m) 

jD  المطلوب من المستهلك =j 

iS  المعروض من المصنع =i  

ijC  تكلفة الشحن من المصنع =i  الى المستهلكj 

ijX  كمية المشحون من السلعة من المصنع =i  الى المستهلكj )هذه هي متغيرات القرار( 
 

 الجدول التالي: في وهذه كلها يمكن تضمينها

 

 n ... j ... 1 العرض

Destination 

 
Origins 

1S 
1nC 

... 1jC 
... 11C 

1 
)In(X )1j(X )11(X 

. 

. 

. 

. 
... 

... 
. 

. 
... 

... 
. 

. 
. 

. 

iS 
inC 

... 
ijC 

... 
i1C 

i 
)in(X )ij(X )i1(X 

. 

. 
. 

. 
... 

... 
. 

. 
... 

... 
. 

. 
. 

. 

mS 
mmC 

... 
mjC 

... 
m1C 

m 
)mn(x )mj(X )m1(X 

 nD ... jD ... 1D الطلب 
 

 الان المشكلة هي :
 التي تصغر تكاليف الشحن الى اقل مايمكن، اي رياضيا:  ijXماهي قيم 

 

 ijXاوجد قيم 
),...,2,1(

),...,2,1(

nj

mi

=

 التي تصغر تكاليف الشحن الى اقل مايمكن: =

 

𝑓(𝑥) =∑∑𝑐𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑋𝑖𝑗 
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 بشرط ان

∑𝑿𝒊𝒋

𝒏

𝒋=𝟏

= 𝑺𝒊 

 

∑𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝐷𝑗 
 

𝑋𝑖𝑗                               وان ≥ 0 
 

 

 وبدون ان يفقد التعميم معناه نستطيع ان نفترض ان:

 
                                            

==

=
n

j

j

m

i

i DS
11
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 صياغة نماذج البرمجة الخطية الفصل الرابع / تمارين  4.4 
 

 من المسائل التالية:كون النموذج الرياضي لكل 

 يريد ان يزرع جزءا منها بالقمح وجزءا  خر بالبطاطا، ومعطيات ،يمتلك مزارع مائة فدان .1

 المس لة هي كالاتي:

على التوالي، ايام العمل لكل  10و 20تكاليف الزراعة بالدينار لكل فدان من القمح والبطاطا هي 

دينار وبامكانه تمضية  1100مال المزارع  على التوالي، راس 1و 4فدان من القمح والبطاطا هي 

يوما للعمل في الزراعة، والسىىىىىىىىىؤال الان هو كيف يقسىىىىىىىىىم المزارع الارض، بحيث يكون ربحه  160

 ؟40ولكل فدان بطاطا  120الكلي اكبر ما يمكن اذا كان الربح الصافي بالدينار لكل فدان قمح 

 

 ومعطيات المس لة كالتالي: Bو Aينتج مصنع نوعين من السلع    .2

من الخامات وسىىىىىىىاعات التشىىىىىىىغيل واسىىىىىىىتهلاك الالات هي على التوالي:  Aتكاليف انتاج السىىىىىىىلعة 

3،3،5 

من الخامات وسىىىىىىاعات التشىىىىىىغيل واسىىىىىىتهلاك الالات هي على التوالي:  Bتكاليف انتاج السىىىىىىلعة و 

1،8،4 
 53،172،100الحد الاقصىىى المسىىموح به للمواد الخام وسىىاعات التشىىغيل واسىىتهلاك الالات هو: 

          على التوالي.

 1هو  Aربح الوحدة من السلعة 

  2هو  Bربح الوحدة من السلعة 

 انتاجها من كل سلعة كي يحقق المصنع اكبر ربح ممكن؟ والس ال هو ماهي الكميات الواجب
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، كل واحد منها يمر Bو  Aمصىىىىىىىىىنع للعب الاطفال يصىىىىىىىىىنع نموذجين من القوارب البلاسىىىىىىىىىتيكية  .3

يحتاج الى سىىىىىىىىىىاعتين في المرحلة الاولى  A، القارب الواحد من النوع II,Iبمرحلتين صىىىىىىىىىىناعيتين 

 3يحتاج الى سىىىىىىىىىاعة في المرحلة الاولى و Bن النوع ومثلها في المرحلة الثانية، والقارب الواحد م

 20عدد سىىىىىىىىىىىىىىىاعات العمل المتوفرة في المرحلة الاولى لاتزيد عن  سىىىىىىىىىىىىىىىاعات في المرحلة الثانية.

 ساعة،  30ساعة، وفي المرحلة الثانية لاتزيد عن 

ل ، فماهو الحل الامثل للحصىىىىىىىىىىىىىىو 20، ومن النوع الثاني 10اذا كان ربح القارب من النوع الاول 

على اكبر ربح ممكن؟ اي ماهي الكميات الواجب انتاجها من كل نوع للحصىىىىىىىىىىىول على اكبر ربح 

 ممكن؟

 

لوريات، وتريد الشىىىىىىىىىىىىىىركة تغطية طلبات  6وبه  Bلوريات،  8وبه  Aتمتلك شىىىىىىىىىىىىىىركة نقل جراجين  .4

مواقع لوريات، ويبين الشىىىىىىىىىىىىىكل  7لوريات والثاني الى  4، ويحتاج الاول الى Nو  Mالعميلين    

كل من الجراجين والعميلين والمسىىىىىىىافات بينهما بالكيلومترات، وهدف الشىىىىىىىركة الان هو تحديد عدد 

اللوريىىات التي تغىىادر كىىل جراج في اتجىىاه كىىل من العميلين بحيىىث يكون اسىىىىىىىىىىىىىىتهلاك الوقود اقىىل 

 مايمكن.

 
 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

N (7) M (4) 

B (6) A (8) 

7 

4 5 

9 
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 يحتاج الجسم البشري يوميا الى الكميات الاتية على الاقل من الفيتامينات:     .5

 

140 mg Vitamin V 
300 mg Vitamin X 

270 mg Vitamin Y 
300 mg Vitamin Z 

 

غراما من كل  100، تحتوي كل B,Aنفرض ان شىىىىخصىىىىا ما يريد ان يتغذى على نوعين فقط من الطعام 
 الفيتامينات المطلوبة كالاتي:منها على كميات من 

 

 الفيتامين Aغرام من  B 100غرام من  100

5 20 V 

12 25 X 

15 15 Y 

30 10 Z 

 

المطلوب تعيين كمية الطعام التي يتناولها من كل نوع من النوعين، بحيث تكون التكاليف اقل ما يمكن، 

 .Aهو ضعف ثمن النوع  Bاذا علم ان ثمن النوع 
 

 Aقررت احدى شىىىىىىىىركات الادوية ان تنتج نوعين من الادوية التي يسىىىىىىىىتخدم في انتاجها المادتين   .6

، وهي سىىىىىىىىىىىىىىتقوم بتوزيع الادوية في صىىىىىىىىىىىىىىناديق تحتوي على زجاجات الدواء، فاذا كان انتاج Bو

، بينما Bومثلها من المادة  Aلترات من المادة  5الصىىىىىىىىىىىىىندوق الواحد من الدواء الاول يحتاج الى 

، وكان لدى Bلتر من  11و Aلترات من  3نتاج الصىىىىىىندوق الواحد من الدواء الثاني الى يحتاج ا

صىىىىىىناديق من  4، وقررت الشىىىىىىركة بان لا تنتج اكثر من Bلترا من  55و Aلتراً من  30الشىىىىىىركة 

 40دولارا و من الدواء الثاني  30الدواء الثاني، فاذا كان ربح الصىىىىىىىىىندوق الواحد من الدواء الاول 

 فكم صندوقا من كل نوع على الشركة ان تنتج حتى تحقق اكبر ربح ممكن؟. دولارا،
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، يكلف انتاج اللتر الواحد Yو Xتقوم احدى الشىىىىىىىىىركات بانتاج نوعين من المواد الكيمياوية هما    .7

ثلاث دولارات، ومطلوب من الشىىىىىىىىىىىىىىركة ان  Yدولارين، بينما يكلف انتاج اللتر الواحد من  Xمن 

، لكن هناك نقص في احد Yلتر من  2و  Xلتر من  6لقادم على الاقل تنتج خلال الاسىىىىىىىىىىىىىىبوع ا

 غراما.  30المواد الاولية الضرورية لصناعة هذين النوعيين، ولدى الشركة منه فقط 

غرامىىات  5يحتىىاج الى  Yغرامىىات من هىىذه المىىادة، وكىىل لتر من  3يحتىىاج الى  Xكىىل لتر من 

 منها،

 تنتج بحيث تجعل تكلفتها اقل ما يمكن.كم لتر من كل نوع على الشركة ان 
 

تريد احدى شركات الاعلان ان تقرر كيف يمكنها الوصول الى اكبر عدد ممكن من الناس ممن   .8

 يصلهم الاعلان، وذلك ضمن ميزانية محددة للاعلان،

 وسائل للاعلان وهي التلفزة والراديو والمجلات والصحف 4فاذا كان لديها 

 ني لدى الشركة على البيانات المعطاة في الجدول التالي:وحصل فريق البحث الميدا

 

 الصحف المجلات الراديو التلفزة 

 000 20 12000 25000 000 60 $تكلفة وحدة الاعلان 

عدد الذكور الذين يصىىىىلهم 
 الاعلان

200 000 110 000 50 000 80 000 

عىىىىىىىدد الانىىىىىىىاث الىىىىىلىىىىىواتىىىىىي 
 يصلهن الاعلان

150 000 120 000 70 000 85 000 

 
 

 دولار في عمليات الاعلان، 000 700الشركة لاتريد ان تصرف اكثر من 
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 المعطيات الاخرى:
i.   000 1800يجب ان يكون عدد الذكور الذين يصلهم الاعلان على الاقل 

ii.   000 1500 يجب ان يكون عدد الاناث  الذين يصلهم الاعلان على الاقل 

iii.   وحدات اعلان يجب ان يعلن في التلفزة 4على الاقل 

iv.   وحدات اعلان يجب ان يعلن في المجلات 10ليس اكثر من 

v.   وحدة 15و 2عدد وحدات الاعلان في كل من الراديو والصحف يجب ان يكون مابين 

اذا كان هدف الشركة هو تحديد عدد وحدات الاعلان في كل وسيلة اعلان حتى تحقق الوصول الى اكبر 

 عدد ممكن من الناس )الزبائن(، كون النموذج  الرياضي لهذه المس لة.
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 ذج البرمجة الخطيةاصياغة نم الفصل الرابع / تمارينحل   5.4

 
 يمكن تنظيم جميع المعلومات المعطاة في المسألة بالجدول التالي: .1

 

  بطاطا قمح الكمية المسموح بها

 تكاليف الزراعة بالدينار لكل فدان  10 20 1100

 ايام العمل لكل فدان 1 4 160

 بالدينار لكل فدانالربح الصافي  40 120 

 

 الان يمكننا وضع المشكلة بالطريقة التالية:

تحديد المسىىاحة التي سىىتزرع بالقمح وتلك التي سىىتزرع بالبطاطا بحيث لاتزيد التكاليف عن رأسىىمال المزارع 

 يوما( وبحيث يتم تحقيق اكبر ربح ممكن. 160( ولاتزيد ايام العمل عن امكانية المزارع )1100)
 

 موذج الرياضي لهذه المسألة دع:لصياغة الن
 

1X تمثل عدد الفدانات التي ستزرع بالبطاطا 

2X تمثل عدد الفدانات التي ستزرع بالقمح 
 

 وبهذا ف ن السطرين الاول والثاني من الجدول يعطيان المتباينتين:

10𝑋1 + 20𝑋2 ≤ 1100 
𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 160 

 الاكثر:فدان على  100كما ان المساحة المزروعة يجب ان تكون 

𝑋1 + 𝑋2 ≤ 100 
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 عبارة عن مساحة ف ن: 1x،2xوبما ان 

𝑋2 ≥ 0،01 X 

 

تقيدان بخمس متباينات كما ان الرغبة في جعل الربح   2x ،1xمن هذه الشىىىىىىىىىىىروط يتضىىىىىىىىىىىح ان المجهولين 

 اكبر مايمكن تعني ان:

40𝑋1 + 120𝑋2 = 𝑀𝑎𝑥 
 

sالربح هذا دالة في المتغيرات 
jx  وتكتب عادة على صورة𝑓(𝑥) : اي 

 

𝑓(𝑥) = 40𝑋1 + 120𝑋2 
 

 وبهذا يصبح النموذج الرياضي على الصورة التالية:
 

 التي تجعل دالة الهدف )الربح( اكبر مايمكن: 2xو 1xماهي قيم 
 

𝑓(𝑥) = 40𝑋1 + 120𝑋2 
 بشرط ان:

10𝑋1 + 20𝑋2 ≤ 1100 
𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 160 
𝑋1 + 𝑋2 ≤ 100 

       

𝑋2                           وان           ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 
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 نجمع المعطيات كلها في الجدول التالي: .2

 

 

 السلعة B A المسموح به

 خامات 5 4 100

 ساعات تشغيل 3 8 172

 استهلاك الات 3 1 53

 ربح الوحدة الواحدة 1 2 

 
 المسألة دع:لصياغة النموذج الرياضي لهذه 

1X  تمثل الكمية المنتجة منA 

2X  تمثل الكمية المنتجة منB 

 وبهذا فان القيود المبينة في الجدول تصبح على الصورة التالية:

 

5𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 100 
3𝑋1 + 8𝑋2 ≤ 100 
3𝑋1 + 𝑋2 ≤ 53 

 كميات ف ن:  1X  ،2Xوبما ان 

𝑋2 ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

 جعل الربح اكبر مايمكن يعني جعل الدالة:

𝑓(𝑥) = 𝑋1 + 2𝑋2 = 𝑀𝑎𝑥. 
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 وبهذا يصبح النموذج الرياضي على الصورة التالية:

𝑓(𝑥)التي تجعل دالة الهدف)الربح(  1X ،2Xماهي قيم  = 𝑥1 + 2𝑥2 اكبر مايمكن? 

 بشرط:

5𝑋1 + 4𝑋2 ≤ 100 
3𝑋1 + 8𝑋2 ≤ 172 

   3𝑋1 + 𝑋2 ≤ 53 
𝑋2و                ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

 
 الواردة في المسألة بالجدول التالي:يمكننا جمع المعطيات  .3

 

الساعات 
 B A المتوفرة

 النوع
                

 المرحلة
20 
30 

1 
3 

2 
2 

I 

II 

 ربح الوحدة 10 20 

 

 لصياغة النموذج الرياضي لهذه المسألة دع:

1X   تمثل الكميات الواجب انتاجها من النوع الاولA 

2X   تمثل الكميات الواجب انتاجها من النوع الثانيB 

 وبهذا فاننا نستطيع ترجمة جدول البيانات السابقة الى القيود التالية:
 

2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 20 
2𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 30 

𝑋2و ≥ 0                                          ،𝑋1 ≥  لانها كميات.  0
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 جعل الربح اكبر مايمكن يعني تعظيم الدالة
𝑓(𝑥) = 10𝑋1 + 20𝑋2 

 
 وبهذا يصبح النموذج الرياضي على الصورة التالية:

 التي تعظم الدالة  1X  ،2Xماهي قيم 

𝑓(𝑥) = 10𝑋1 + 20𝑋2 
 

 بشرط:

2𝑋1 + 𝑋2 ≤ 20 
2𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 30 

𝑋2و                                          ≥ 0 ،01 X 

 

 لتكوين النموذج الرياضي دع: .4

X1   لوري تغادر الجراجA  متجهة الى العميلM  وبناء على ذلك ف ن باقي متطلبات هذا العميل وهي

(1X-4 لوري سىىىىوف تصىىىىله من الجراج )B 2، وبالمثل اذا غادرX  لوري الجراجB  متجهة الى العميلN 

 لاستيفاء حاجته من اللوريات. A( لوري سوف ت تيه من الجراج 2X-7ف ن )
 

 
 

 

 

 

 

  

 

               
 
 
 

N (7) 

 

M (4) 

 

A (8) 

 

B (6) 

 

9 

 7 

4 
5 1

X
 

1X-4 

2
X

 

2
X-

7
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 التوزيع يخضع للقيود المنطقية التالية:وهذا 
 

عدد اللوريات التي تصل كل عميل من كلا الجراجين يجب ان يكون اكبر من او يساوي الصفر اي  اولا:
 ان:
 

𝑋1 ≥ 0,4 − 𝑋1 ≥ 0
𝑋2 ≥ 0,7 − 𝑋2 ≥ 0

} . . . . . . . . . . (1) 

 

 العدد الكلي للوريات التي تغادر كل جراج يجب ان لاتزيد عما به من اللوريات اي ان: ثانيا:

 
𝑋1 + (7 − 𝑋2) ≤ 8𝑖𝑛𝐴
𝑋2 + (4 − 𝑋1) ≤ 6𝑖𝑛𝐵

} . . . . . . . . . . . (2) 

 
 ( تصبح:-( في )1بضرب المتباينات )

𝑋1 ≤ 4 
𝑋2 ≤ 7 

 
 ( بعد تجميع الحدود على الصورة التالية:2وتصبح القيود)

 

𝑋1 − 𝑋2 ≤ 1 

−𝑋1 + 𝑋2 ≤ 2     
فاذا اعتبرنا اسىىىىىىتهلاك الوقود يتناسىىىىىىب مع المسىىىىىىافة التي يقطعها كل لوري ف ن الدالة التي تمثل اسىىىىىىتهلاك 

 الوقود تكون:

5𝑋1 + 9(4 − 𝑋1) + 7(7 − 𝑋2) + 4𝑋2 
85       أو:                                         − (4𝑋1 + 3𝑋2) 

 والتي يجب جعلها اقل مايمكن:
 

 النموذج الرياضي على الصورة التالية:وبهذا يصبح 
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 التي تجعل الدالة: 1X،2Xتحديد قيم 
 

𝑓(𝑥) = 85 − (4𝑋1 + 3𝑋2) 
 اقل ما يمكن بشرط:

𝑋1 ≤ 4 

𝑋2 ≤ 7 

𝑋1 − 𝑋2 ≤ 1 

−𝑋1 + 𝑋2 ≤ 2 
𝑋2       و:                                  ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

 التالي:نستطيع ان نجمع جميع المعطيات في الجدول 5.    
 
 

 الحد الادنى
 المطلوب

 غرام 100
B 

 غرام 100
A 

 النوع
             

 الفيتامينات
140 5 20 V 

300 12 25 X 

270 15 15 Y 

300 30 10 Z 

 غرام 100التكلفة لكل  1 2 

 

مئات غرامات،  2Xهي  Bمن مئات الغرامات ومن النوع  1xهي  Aنفرض ان الكمية المطلوبة من النوعِ 

 فتتعين قيود المس لة من واقع الجدول التالي:

 

20𝑋1 + 5𝑋2 ≥ 140 

25𝑋1 + 12𝑋2 ≥ 300 

15𝑋1 + 15𝑋2 ≥ 270 

10𝑋1 + 30𝑋2 ≥ 300 
 

02 X ،01 X 
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 وتتناسب الدالة:

𝑓(𝑥) = 𝑋1 + 2𝑋2 
 الطعام المراد جعلها نهاية صغرى، وبهذا يصبح النموذج الرياضي على الصورة التالية:مع تكاليف 

21التي تجعل الدالة  1X  ،2Xتحديد قيم  2)( XXxf  اصغر مايمكن بشرط: =+

20𝑋1 + 5𝑋2 ≥ 140 
25𝑋1 + 12𝑋2 ≥ 300 
15𝑋1 + 15𝑋2 ≥ 270 
10𝑋1 + 30𝑋2 ≥ 300 

𝑋2                و:                         ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 06 

 

 يمكن تنظيم المعلومات المعطاة في المسألة بالجدول التالي:   .6

 
 

 1 2 الكميات المتاحة
 الدواء

 المادة                  
30 3 5 A 

55 11 5 B 

 ربح الصندوق  30 40 

 
 انتاجها من النوع الاولهي عدد الصناديق الواجب  1Xلتكن 

2           X هي عدد الصناديق الواجب انتاجها من النوع الثاني 

 
 فيكون النموذج الرياضي هو:

 التي تعظم دالة الهدف 1X  ،2Xتحديد قيم 
𝑓(𝑥) = 30𝑋1 + 40𝑋2 
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 بشرط ان:
5𝑋1 + 3𝑋2 ≤ 30 
5𝑋1 + 11𝑋2 ≤ 55 

             𝑋2 ≤ 4 
𝑋2: وأن                                       ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

 

 

 

 Xعدد اللترات المنتجة من  1X   .   دع7

           2X  عدد اللترات المنتجة منY  

 يمكننا ان نجمع البيانات المعطاة عن المس لة في الجدول التالي:

 
 

 
 يصبح النموذج الرياضي هو:

 
 التي تصغر دالة الهدف)التكلفة(:   1X ، 2Xتحديد قيم 

 
𝑓(𝑥) = 2𝑋1 + 3𝑋2 

 بشرط ان:
3𝑋1 + 5𝑋2 ≤ 30 

≥ 6         𝑋1 

                                            2𝑋2        
 

𝑋2 وان:                                     ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

 
 

 النوع Y X الكميات المتاحة
 المادة                  

 المادة الاولية 3 5 30

 تكلفة اللتر 2 3 
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8. 
 الصحف المجلات الراديو التلفزة 

 000 20 12000 25000 000 60 $تكلفة وحدة الاعلان 

عدد الذكور الذين يصىىىىلهم 
 الاعلان

200 000 110 000 50 000 80 000 

عىىىىىىىدد الانىىىىىىىاث الىىىىىلىىىىىواتىىىىىي 
 يصلهن الاعلان

150 000 120 000 70 000 85 000 

 
 
 دع:  

  1X عدد وحدات التلفزة 
  2X  عدد وحدات الراديو 
  3X  عدد وحدات الصحف 
  4X  عدد وحدات المجلات 
 

 يصبح النموذج الرياضي هو : 
 

 التي تعظم دالة الهدف)بالالاف(   1X ،2X  ،3X ،4Xتحديد قيم 
 

𝑓(𝑥) = 350𝑋1 + 230𝑋2 + 165𝑋3 + 120𝑋4 
 

 بشرط أن:
 

60𝑋1 + 25𝑋2 + 20𝑋3 + 12𝑋4 ≤ 700 
200𝑋1 + 110𝑋2 + 800𝑋3 + 50𝑋4 ≥ 1800 
150𝑋1 + 120𝑋2 + 85𝑋3 + 70𝑋4 ≥ 1500 

≥ 4                              𝑋1 
                                               10  ≤    𝑋4 
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𝑋2 ≥ 2
𝑋2 ≤ 15

| 2 ≤ 𝑋2 ≤ 15 
 

𝑋3 ≥ 2
𝑋3 ≤ 15

| 2 ≤ 𝑋3 ≤ 15 

 و:   

𝑋2 ≥ 0 ،𝑋1 ≥ 0 

                                                   𝑋4 ≥ 0 ،𝑋3 ≥ 0 
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 الخامسالفصل 

 الخطيةالحل البياني لمسائل البرمجة 
Graphical solution to linear programming problems 

  

  

 حل مسائل البرمجة الخطية بيانيا  1.5
 

 عرفنا من الفصل السابق ان اي مشكلة من مشاكل البرمجة الخطية تتكون من ثلاثة اجزاء هي:

 دالة هدف خطية يراد تعظيمها او تصغيرها. .1

او = او خليط من هذه   ≥او   ≤مجموعة من القيود الخطية على شىىىىىىىىىىىىىىكل متباينات من نوع   .2

 الانواع.

 0J X ≤قيود غير سالبة من نوع  .3
 

لحل مسىىىىىىائل البرمجة الخطية بيانيا نحتاج الى تمثيل الاقسىىىىىىام الثلاثة اعلاه في شىىىىىىكل بياني واحد، وهذا 

دعنا ن خذ مس لة برمجة خطية بسيطة مكونة من يمكن توضيحه بسهولة في فراغ من بعدين، للتوضيح 

 فقط. متغيرين )مجهولين(

 

 التي تعظم دالة الهدف  1X  ،2X   اوجد قيم       :1مثال 

                                                               𝑓(𝑥) = 3𝑋1 + 5𝑋2 
 بشرط:

4 ≥  X1 

6 ≥ 2X  

18 ≥ 2+2X 

0 ≤  1X 

0 ≤ 2X  
 

13X 
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  X 1 ≤ 0خذ 
هىىذا يمثىىل المنطقىىة المظللىىة على 

(  X1X,2يمين محور كل نقاط )
الواقعة في المنطقة المظللة وتلك 

تحقق  2Xالواقعىىىىة على المحور 
 1X≤0الشرط 
 (1الشكل)

 وبنفس الاسىىىىىىىىىىىىىىلوب فىىىىىىى ن جميع نقىىىىىىىاط

(2,X1X الواقعىىىىة في المنطقىىىىة المظللىىىىة )
في شىىىىىىىكل  1Xوتلك الواقعة على المحور 

 X 1 ≤0( تحقق شرط 2)

 

 2X ،0 ≥ 1X ≤ 0الشىىىىىىرطين معا  الان لو اخذنا
، 3فاننا نحصل على المنطقة المظللة في الشكل 

فتكون جميع النقىىاط الواقعىىة في المنطقىىة المظللىىة 
تحقق الشىىىىىىىىىىىىىىرطين غير  1X،2Xوعلى المحورين 

 السالبين.

 

 

 

 

 

 

 

 (1شكل )

2X 

 

1X 

 

0 

 

 

 00 (2شكل )

1X 

 

 0 (3شكل )

1X 

 

 

 

 

 

 

 (4شكل )

1X 

 
 x1 ≤ 4بعد ذلك دعنا ن خذ القيود الهيكلية خذ 

وهذا يمثل المنطقة على يسىىىىىىار الخط المسىىىىىىتقيم 
X1 = 4 ( جميع 4كمىىىىىا هو في شىىىىىىىىىىىىىىكىىىىىل .)
( الواقعىىة في المنطقىىة المظللىىة x1 , x2النقىىاط)

 .x1 ≤ 4تحقق الشرط  x1= 4وعلى الخط 
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الان اذا جمعنا جميع القيود الهيكلية وغير السىىىىىىىىىالبة 
 Oabcdفي شىىكل واحد ف ننا نحصىىل على المضىىلع 

(. جميع النقىىاط داخىىل المضىىىىىىىىىىىىىىلع وعلى 7) شىىىىىىىىىىىىىىىىك
الخطوط المحيطىىىىة بىىىىه تحقق القيود الهيكليىىىىة وغير 

 السالبة، اي انها تحقق الشروط التالية:
4≤                       1X 

6≤ 2               X 

18≤        2+     2X13X 

0≥ 2 0, x≥ 1 x 
 

( الواقعىىىة x1,x2وبنفس الطريقىىىة فىىىان جميع النقىىىاط)
في شىىىىىكل  x2 = 6في المنطقة المظللة وعلى الخط 

 .x2 ≤ 6( تحقق الشرط 5)

 

 

 

 

 
1X 

 

 (5شكل )

فان الخط المسىىىىىىىىىىىىىىتقيم  2x1 3x + 182 =خذ القيد 
= 182 + 2x1 3x  ،يقسىىىىىىىىىىم الشىىىىىىىىىىكل الى قسىىىىىىىىىىمين

تمثل المنطقة المظللة  2x1  3x+ 2 >18المتباينة 
والتي تتضىىىىىىىىمن نقطة الاصىىىىىىىىل )القسىىىىىىىىم الثاني يمثل 

 (. 2x1 3x + 2 <18بالمتباينة 
( الواقعىىة في المنطقىىة المظللىىة x1x,2جميع النقىىاط )

تحقق القيد) او  2x1 3x + 182 =وعلى المسىىىىىىىتقيم 
 2x1 3x + 2 ≥ 18الشرط(

 

 (6شكل )

2X 

0 

1X 

 

d 

b 

1X 

0 

 (7شكل )
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جميع هذه النقاط تدعى بمجموعة الحلول الممكنة للمسىىىىىىىىىىىى لة، وهذه المجموعة تحتوي على عدد لا متناهي 

 من الحلول الممكنة، والنقاط:

𝑂 = (𝑥1 = 0  ,   𝑥2 = 0) 
𝑎 = (𝑥1 = 4  ,   𝑥2 = 0) 
𝑏 = (𝑥1 = 4  ,   𝑥2 = 3) 
𝑐 = (𝑥1 = 2  ,   𝑥2 = 6) 
𝑑 = (𝑥1 = 0  ,   𝑥2 = 6) 

  
وتدعى بالحلول الحدية او الحلول الاسىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىية الممكنة، والحل  ،Oabcdهي زوايا )او اركان( المضىىىىىىىىىلع 

 الامثل هو دائما احد الحلول الاساسية الممكنة. 

ل الامثىىل او هي التي تحقق دالىىة الهىىدف هنىىاك لمعرفىىة اي نقطىىة من مجموعىىة الحلول الممكنىىة هي الحىى

 طريقتان هما:
  

 الطريقة الاولى:

نقوم بتمثيل دالة الهدف في الشىىىىكل البياني، لكنه من الواضىىىىح ان دالة الهدف ليسىىىىت معادلة يمكن تمثيلها 

اكبر من  بيانيا، ولهذا يكتفى عادة بتحديد اتجاه دالة الهدف، ولتحديد اتجاه دالة الهدف نعطيها اي قيمة

او تساوي الصفر، وعادة تعطى القيمة صفر كي يتم الاستفادة من القاعدة الجبرية التي تقول بان بعد اي 

 يعطى من العلاقة: ax + by + c = o( عن المستقيم x,yنقطة )

 

𝑃 = |
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

√𝑎2 + 𝑏2
| 

 

𝑎𝑥|اي انه يتناسب مع المقدار ،هي بعد النقطة عن المستقيم )اي عن الدالة( Pحيث  + 𝑏𝑦 + 𝑐| 
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وعمليىة ايجىاد النقطىة على المضىىىىىىىىىىىىىىلع )بمىا فيىه حىدوده( التي تكون عنىدهىا الىدالىة اكبر مىايمكن تؤول الى 

البحث عن النقطة التي تبعد عن المسىىىىىىىىىتقيم الممثل للدالة اكبر بعد. كذلك لايجاد النهاية الصىىىىىىىىىغرى للدالة 

 كون اقرب مايمكن من المستقيم.نبحث عن النقطة في المضلع التي ت

وهكذا نسىىىىىىتطيع القول بان الطريقة الاولى لتعيين نقطتي النهاية الصىىىىىىغرى والعظمى بيانيا تتمثل في رسىىىىىىم 

المضلع حسب المتباينات المعطاة، وكذلك الخط المستقيم الذي تىىى خذ عليه الدالة الخطية القيمة صفر كما 

المسىىىىىىتقيم موازيا لنفسىىىىىىه في اتجاه المضىىىىىىلع حتى نقابل اقرب ركن فيكون هو ( ثم نحرك هذا 8في شىىىىىىكل )

نقطة النهاية الصىىغرى، ثم نكمل عملية تحريك المسىىتقيم موازيا لنفسىىه حتى نصىىل الى ابعد ركن فيكون هو 

 نقطة النهاية العظمى.
 

 الطريقة الثانية:

ل في تعيين اركان المضىىىىىىىلع بايجاد نقط تقاطع اما الطريقة الثانية لتحديد هاتين النهايتين فهي جبرية وتتمث

اضىىىلاعه مثنى مثنى اي بتحديد النقط الحدية)نقط الحلول الاسىىىاسىىىية الممكنة( ثم نعوض هذه الاركان كل 

بىىدوره في دالىىة الهىىدف الخطيىىة والنقطىىة)او الركن( التي تحقق اقىىل قيمىىة للىىدالىىة تكون هي نقطىىة النهىىايىىة 

للدالة تكون هي الحل الامثل في تعظيم الدالة اي تكون هي نقطة  الصىىىىىىىىىىىىىغرى وتلك التي تحقق اكبر قيمة

 النهاية العظمى.

( يحقق اعظم قيمة 8ففي مثالنا وبناء على هذه القواعد، فلمعرفة اي ركن من اركان المضىىىىىىلع في الشىىىىىىكل)

( ثم 8المار بنقطة الاصىىىل كما في الشىىىكل) 5x1 3x + 02 =فاننا نقوم برسىىىم المسىىىتقيم  5x1 3x +2للدالة 

وتكون عنده النهاية  cنقوم بتحريكه موازيا لنفسىىىىىىىىىىىىه حتى نصىىىىىىىىىىىىل الى ابعد ركن في المضىىىىىىىىىىىىلع وهو الركن 

 العظمى.

𝐶 = (𝑥1 = 2, 𝑥2 = 6) 
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 نعوض قيمتها في الدالة فتكون النهاية العظمى للدالة
 

𝑓(𝑥) = 3𝑥1 + 5𝑥2 
                                    = 3(2) + 5(6) 

= 36                                                                

 
 

 
 

 :2 مثــال
 

التي تصغر الدالة  1x ،2xماهي قيم 
21 4)( xxxf += 

 بشرط ان:

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4 
𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 2 
2𝑥1 − 𝑥2 ≥ 2 
𝑥1 ≥ 0 
𝑥2 ≥ 0 

 

 



118 

 الحـــل:

 

( فتتحدد لدينا 9نمثل متباينات القيود الهيكلية وغير السىىىىىىىىىالبة في الرسىىىىىىىىىم البياني الموضىىىىىىىىىح في الشىىىىىىىىىكل )

مجموعة الحلول الاسىىىىىىاسىىىىىىية الممكنة، ثم نرسىىىىىىم الخط المسىىىىىىتقيم الذي ت خذ عليه الدالة 
21 4)( xxxf += 

هي اول نقطة  bفتكون النقطة القيمة صىىىىىىىفر ونقوم بتحريك هذا المسىىىىىىىتقيم موازيا لنفسىىىىىىىه باتجاه المضىىىىىىىلع 

 يلامسها هذا المستقيم وعندها تكون قيمة الدالة في نهايتها الصغرى وهو المطلوب:

 
𝑏 = (𝑥1 =

10

3
, 𝑥2 =

2

3
) 

∴ 𝑓(𝑥) = 𝑥1 + 4𝑥2 
                              = 10 3⁄ + 4(2 3⁄ )          

= 6 
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 ملاحظة:

الصىىىىىىغرى، تكون أخر نقطة  للدالة بدلا من القيمة )النهاية(لو كان المطلوب في مثالنا هذا القيمة العظمى 

 غير موجودة، وبهذا يكون الحل غير محدود. fgفي المضلع يلامسها المستقيم 
 

ان الطريقة البيانية في حل مسىىىىىىىىىىىىائل البرمجة الخطية تكون ممكنة فقط في الحالات التي يكون فيها ثلاث 

 رة على ان مسائل البرمجة الخطية تحتوي عادة على:متغيرات او اقل، لكنها تعطينا صورة او فك

عدد لامحدود من الحلول التي تحقق القيود الهيكلية والقيود غير السىىىىىىالبة، وهي تشىىىىىىكل مضىىىىىىلع  .1

 .الحلول الملائمةوتعرف باسم مجموعة 

ضىىىىىىىىىىىمن مجموعة الحلول الممكنة هناك عدد محدود من الحلول وهي نقط تقاطع كل قيدين معا  .2

 الحلول الاساسية.شروط، وهذه الحلول معروفة باسم الحلول الحدية او وتحقق باقي ال

ضىىىىىمن هذه الحلول الاسىىىىىاسىىىىىية الممكنة يوجد هناك حل )او عدة حلول( تعظم او تصىىىىىغر الدالة  .3

 الحل الامثل.وتعرف باسم 
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 الحل البياني لمسائل البرمجة الخطية الفصل الخامس / تمارين  2.5

 
𝑓(𝑥)التي تجعل الدالة التالية اصغر مايمكن   1x ،2xماهي قيم  .1 = 3𝑥1 − 𝑥2 

 بشرط ان:    

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 
𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1 

                                         22 x    

02            و                               x ،𝑥1 ≥ 0 

 

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة           1x ،2xماهي قيم  .2 = 4𝑥1 − 2𝑥2 

 بشرط ان:    

−𝑥1 + 𝑥2 ≥ −6 
𝑥1 − 4𝑥2 ≤ 2 
𝑥1 − 2𝑥2 ≥ −4               

𝑥2  وان                                    ≥ 0 ،𝑥1 ≥ 0 

 

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة        1x ،2xماهي قيم  .3 = 3𝑥1 − 2𝑥2 

 بشرط ان:    

𝑥1 ≤ 4 
𝑥2 ≤ 6 

3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 18 
𝑥2 وان                                   ≥ 0   ،01 x   
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𝑓(𝑥)التي تصغرالدالة          1x ،2xماهي قيم  .4 = 2𝑥1 + 𝑥2 

 بشرط ان:    

3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 12 
𝑥1 + 𝑥2 = 5 

𝑥2وان  ≥ 0 ،𝑥1 ≥ 0 

 
 

 

 التي تعظم الدالة   1x ،2xماهي قيم  .5

                                𝑓(𝑥) = 6𝑥1 − 4𝑥2 

 بشرط ان:     

𝑥1 + 2𝑥2 = 8 

2𝑥1 + 𝑥2 = 10 

𝑥1             = 4 

𝑥2 وان ≥ 0 ،𝑥1 ≥ 0     

 

  اوجد النهايات العظمى والصغرى للدالة .6

                                    𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 
      

 حول المضلع المحدب الذي تحدده المتباينات التالية:     

𝑥1 − 4𝑥2 + 3 ≤ 0 
𝑥1 +  𝑥2 − 7 ≤ 0 
3𝑥1 − 2𝑥2 − 1 ≥ 0 

& 

𝑥2 ≥ 0 ،𝑥1 ≥ 0 
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𝑥اوجد النهايات الصغرى والعظمى للدالة  .7 + 𝑦 :حول المضلع المحدب المعين بالمتباينات الاتية 

𝑥 + 2𝑦 − 3 ≥ 0 
2𝑥 + 𝑦 − 3 ≥ 0 

𝑦 ≥ 0 ،𝑥 ≥ 0 

 

𝒇(𝒙)                للدالةاوجد القيمة العظمى  .8 = 𝟐. 𝟓𝒙𝟏 + 𝟐𝒙𝟐 

 بشرط ان:     

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8000 
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 9000 

                 

𝑥2وان                                     ≥ 0 ،𝑥1 ≥ 0     
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الحل البياني لمسائل البرمجة  الفصل الخامس / تمارينحل   3.5
 الخطية

 
 

 ان القيود غير السالبة تحدد ان المضلع المحدب المغلق يقع في القسم الموجب من الرسم: .1

 
 

 
321القيد  + xx  ممثل بالمنطقة على يمينab .ولا تشتمل على نقطة الاصل 

𝑥1القيد  + 𝑥2 ≤  وتشتمل على نقطة الاصل. bcممثل بالمنطقة على يسار  1

𝑥2القيد  ≤  .acممثل بالمنطقة تحت  2

وعلى اضلاعه، كما في  abcوبهذا فان القيود الهيكلية وغير السالبة ممثلة بالمنطقة الواقعة داخل المثلث 

 الشكل اعلاه وهذه هي مجموعة الحلول الممكنة.

 ممثلة بالنقط: اما الحلول الاساسية الممكنة فهي

 

𝑎 = (𝑥1 = 1, 𝑥2 = 2) 
𝑏 = (𝑥1 = 2, 𝑥2 = 1) 
𝑐 = (𝑥1 = 3, 𝑥2 = 2) 
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𝑓(𝑥)اذا افترضىىىىنا ان الدالة  = يتحرك  fgالمار بنقطة الاصىىىىل. دع  fgفانه يمكن تمثيلها بالمسىىىىتقيم  0

تعطي  aباتجاه المثلث وبشىىىىىىكل او اتجاه مواز لنفسىىىىىىه فتكون اول نقطة من المثلث يلامسىىىىىىها وهي النقطة 

 اقل قيمة للدالة وبالتالي تحقق الحل الامثل:

 عند في الدالة تكون قيمة الدالة  1x  ،2xوبتعويض قيم 

𝑓(𝑥) = 3𝑥1 − 𝑥2   
                              = 3(1) − 1(2) = 1   

 .f(x)الذي هو اقل قيمة ممكنة لدالة الهدف 
 

 ملاحظة:

موازيا لنفسىىىىىىىه حتى  fgلو كان المطلوب في السىىىىىىىؤال هو تعظيم الدالة فاننا نسىىىىىىىتمر في تحريك المسىىىىىىىتقيم 

وتكون قيمة  cيلامس  خر نقطة في المثلث وعندها تكون الدالة نهاية عظمى وفي سىىىؤالنا سىىىتكون النقطة 

=31x , =22x : والدالة 

 𝑓(𝑥) = 3(3) − 1(2) 
= 7  
 والتي هي اكبر قيمة يمكن الحصول عليها لدالة الهدف.

 
 

في هذا السىىىىىىىىؤال نرى ان الطرف الايمن لبعض القيود سىىىىىىىىالبا وكي نطبق نفس الاجراءات المتبعة في  .2

 فالقيود: <الى  >و  >الى  <( وتحويل -السؤال السابق علينا ان نضرب طرفي المتباينات بى)

 

−𝑥1 + 𝑥2 ≥ −6 
𝑥1 − 2𝑥2 ≥ −4 

 تصبح:

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 6 
−𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 4 
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 وتبقى باقي القيود كماهي.

 fgواتجاه دالة الهدف ممثلة  oabcdموعة الحلول الممكنة ممثلة بالمضىىىىىىىىىىىىىىلع المحدب المغلق وتكون مج

 كما في الشكل التالي:

 

 
 

باتجاه المضلع وبشكل مواز لنفسه فان اخر نقطة من المضلع يلامسها هي النقطة  fgاذا حركنا المستقيم 

c وعندها تكون الدالة نهاية عظمى ، ويكون الحل الامثل عند النقطةc. 

𝐶 = (𝑥1 = 16, 𝑥2 = 10) 
 على التوالي وتكون قيمة الدالة: 10،16التي تعظم الدالة هي  x2x,1اي ان قيم 

𝑓(𝑥) = 4𝑥1 + 2𝑥2 
                                 = 4(16) + 2(10)     

                                                 = 84 
 وهي اكبر قيمة يمكن الحصول عليها لدالة الهدف المعطاة.

يمثل مجموعة الحلول الممكنة وميل او اتجاه دالة الهدف هو نفس  oabcdفي هذا السىىىىىؤال المضىىىىىلع  .3

 كما هو موضح في الشكل البياني التالي:  bcموازيا ل  fgاتجاه القيد الثالث وهكذا يكون 



126 

 
   

وتكون نتيجة ذلك ان اي نقطة تقع على المسىىتقيم  تكون نهاية عظمى للدالة وتكون نفس النهاية وهذا هو 

 تعظيم الدالة. في هذه الحالة عندنا اكثر من نقطة تحقق الحل الامثل ومنها:الحل الامثل ل

𝑏 = (𝑥1 = 4, 𝑥2 = 3) 
𝑐 = (𝑥1 = 2, 𝑥2 = 6) 

تكون قيمىىة الىىدالىىة او النهىىايىىة العظمى للىىدالىىة عنىىد ا ينقطىىة من هىىذه النقط  bcوكىىذلىىك ان نقطىىة تقع على 

 .18تساوي 
 

 الشكل التالي: فينمثل القيود واتجاه دالة الهدف كما  .4
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والحلول الاسىىىىىىىاسىىىىىىىية  ceان مجموعة الحلول الممكنة في هذا السىىىىىىىؤال هي جميع النقط الواقعة على الجزء 

  e,c)الحدية( هي الممثلة ب ى

 ceوالذي يمثل اتجاه دالة الهدف نحو اليمين فان اول نقطة يلامسىىىىىىىىها من الجزء  fgاذا حركنا المسىىىىىىىىتقيم 

 cهي النقطة 

 تعطي الحل الامثل وتكون قيمة الدالة عندها مساويةx1c=(x , 0=52= (وهكذا فان النقطة

𝑓(𝑥) = 2𝑥1 + 𝑥2 
                                   = 2(0) + 1(5)  

= 5  
 وهي اقل قيمة يمكن الحصول عليها لدالة الهدف وفق الشروط  المعطاة.

 

 : التالينمثل جميع  القيود الهيكيلية وغير السالبة في الشكل  .5
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هي النقطة الوحيدة التي تحقق جميع القيود الهيكياية والقيود غير السىىىىىىىىىىىىىىىالبة.  x1a=(x ,4=2(2=النقطة 

 وهكذا فهي تمثل الحل الامثل وتكون قيمة الدالة عندها:

𝑓(𝑥) = 6𝑥1 + 4𝑥2 
                                    = 6(4) + 4(2) 

       = 32  
 

بتحويل المتباينات المعطاة الى متسىىىىىاويات نحصىىىىىل على معادلات اضىىىىىلاع المحدب وبرسىىىىىمها يتعين  .6

. ثم نرسىىىىىىىىىىم c(3,4),b(5,2),a(1,1)المضىىىىىىىىىىلع المحدب المبين في الشىىىىىىىىىىكل التالي واركانه هي النقط 

كما في الشىىىىكل ونحركه موازيا لنفسىىىىه، اول نقطة من   x1 3x + 2 0 =المسىىىىتقيم الممثل لدالة الهدف 

 فتكون الدالة عندها نهاية صغرى وقيمتها= a(1,1)المضلع يلامسها هذا المستقيم تكون النقطة 

𝑓(𝑥) = 3(1) + 1(1) 

                                                = 4 
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وتكون عندها  b(5,2)وبمقدارية التحريك نصىىل الى ابعد نقطة في المضىىلع يلامسىىها المسىىتقيم وهي النقطة

 النهاية العظمى وتكون قيمة الدالة =

        𝑓(𝑥) = 3(5) + 1(2) 
= 17 
 

وتحريكه   x+y=oيبين الشىىىىىىكل التالي المضىىىىىىلع المحدب المعين بالمتباينات المعطاة برسىىىىىىم المسىىىىىىتقيم  .7

 وتكون عنده الدالة نهاية صغرى  B(1,1)موازيا لنفسه في اتجاه المضلع اول ركن نقابله يكون الركن 

 وهي تساوي :

x + y = 1 + 1 = 2 

 
 وحيث ان المضلع المحدب مفتوح اعلى فانه يمكن جعل قيمة الدالة كبيرة كيفما يشاء، 

 وعلى هذا فان الدالة ليست لها نهاية عظمى محددة.
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. ثم oabcوحدة يتم تمثيل القيود بيانيا ويتكون عندها المضىىىلع  1000ب خذ وحدة القياس في الرسىىىم = .8

هي  bالذي يمثل اتجاه الدالة ونحركه موازيا لنفسىىىه باتجاه المضىىىلع فتكون النقطة  fgنرسىىىم المسىىىتقيم 

 اخر نقطة يلامسها وبالتالي فهي تمثل الحل الامثل.

𝑏 = (𝑥1 = 0.5, 𝑥2 = 3.75) 
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 اي ان 
500 = 1x 

 375 = 2x 

f(x) = 2.5(500) + 2(3750) 

= 8750 
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 السادسالفصل 

 تصنيف وخواص حلول البرمجة الخطية
Classification and Properties of Linear Programming Solutions 

 

 

 عرفنا من الفصل السابق ان حل مسائل البرمجة الخطية يتكون من: 

i) ايجاد مجموعة الحلول التي تحقق القيود 

ii) كما  ،اختيار الحل) او الحلول( الذي يجعل دالة الهدف اكبر ما يمكن او اصىىىىغر مايمكن

لاحظنا بان الحل الامثل يكون دائما احد النقاط الحدية اي احد الحلول الاسىىىىىىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىىىىىية 

 الممكنة.

 وهنا نريد ان نميز بين  انواع الحلول الثلاثة التي تظهر في مسائل البرمجة الخطية وهي:

i) الحلول الممكنة  Feasible Solution   

ii) حلول النقاط الحدية( الحلول الاساسية الممكنة(  

                                  Basic Feasible Solution (Extreme Points) 

iii) الحل الامثل    Optimal Solution  

 وسنتناول فيمايلي مناقشة كل واحد من هذه الحلول بمزيد من التفصيل:

 

     Feasible Solution  الحلول الممكنة  1.6

تعرُف الحلول الممكنة بانها قيم متغيرات القرار التي تحقق جميع القيود الهيكلية وغير السىىىىىىىالبة. ورياضىىىىىىىياً 

 التي تحقق القيود الهيكلية: JXهي قيم 
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𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚                           ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖 

𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛                                       𝑥𝑗 ≥ 0 

 ويكون عدد الحلول الممكنة غير محدود.

او بمعنى اخر فىىان القيود (convex Region) من اهم خواص هىىذه الحلول انهىىا من مجموعىىة محىىدبىىة، 

 الهيكلية وغير السالبة تشكل معا مضلعا محدبا ولن خذ على سبيل المثال القيود التالية:

 

≤ 4                  1x 

≤ 62           x              

≤ 18     2+  2x1   3x 
 

 و     

0≥                  1    X 

0≥         2X             

 

 
 

          (1) شكل
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( لو اخذنا اي نقطتين داخل 1كما في الشىىىىىىكل ) oabcdلقد تم تمثيل هذه القيود بيانيا بالمضىىىىىىلع المحدب 

يقع بالكامل داخل المضىىىىىلع، اي ان اي نقطة على المسىىىىىتقيم  ghفان الخط المسىىىىىتقيم   h,gالمضىىىىىلع مثل 

hg  تقع داخل المضىىلع، وهكذا فانoabcd ( مضىىلعا محدباConvex Polygon وكمثال على المضىىلع )

 غير المحدب الشكل التالي:

ووصىىىلنا  h,gتين داخل الشىىىكل) اي ضىىىمن المسىىىاحة المحصىىىورة باضىىىلاع النجمة( مثل اذا اخترنا اي نقط

لايقع بالكامل داخل النجمة وبالتالي ليس اي نقطة على المسىىتقيم  ghبينهما فاننا نجد بان الخط المسىىتقيم 

gh .ًتقع داخل المضلع وهذا يدل على ان هذا المضلع )النجمة( مضلعا غير محدبا 

 

 

 

 (2شكل )
 

 حلول النقاط الحدية والحلول الاساسية الممكنة  2.6
Basic Feasible Solution (Extreme Points) 

 Extreme Points Solutions حلول النقاط الحدية: -أ

النقاط الحدية هي نقاط زاويا المضىىىىىلع المحدب  ولا تكون واقعة على اي مسىىىىىتقيم يصىىىىىل بين تعريف: 
ولتحديد او ايجاد الحلول  ،اورةجوانما هي نقط تقاطع اضىىىىىىىلاع المضىىىىىىىلع المت ،نقطتين داخل المضىىىىىىىلع

 الحدية هناك طريقتان  هما:
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 الطريقة الاولى

 :دعنا ن خذ مرة اخرى القيود التالية

 

≤ 4                    1x 

≤ 62           x              

≤ 18       2+  2x1   3x 
 

        و                           

0≥                  1    X 

0≥         2X             

 

 
 

 (3شكل )

 
هي النقط الحدية لان اي منها لايقع على مسىىىىىىىىىىىتقيم واصىىىىىىىىىىىل بين   d,c,b,aمن الواضىىىىىىىىىىىح ان نقط الزوايا 

هي  0نقطتين بل كل منهما عبارة عن تقاطع مسىىىىىىىىىتقيمين متجاورين من اضىىىىىىىىىلاع المضىىىىىىىىىلع فمثلا النقطة 

 2x ،4 = 1x = 0هي تقاطع المستقيمين  aوالنقطة  x1=0 ،x2=0تقاطع المستقيمين 
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يمين حتى لو متجاورين نقطة حدية، لانه قد لاتحقق باقي ولكن يجب التنبه الى انه ليس كل تقاطع مسىىىىىىتق

ليسىىىىىىىت نقاط حدية بالرغم من انها تقاطع لاضىىىىىىىلاع المضىىىىىىىلع. او هي  e,f,gالقيود. وفي مثالنا فان النقط 

 تقاطع للخطوط المستقيمة الممثلة للقيود او لبعض القيود.
 

 الطريقة الثانية:

والذي يكشىىىىىىىف لنا ما اذا كانت جميع القيود الهيكلية  ،نفكر بالاجراء الذي يعطينا الحلول ،في هذه الطريقة

فاي  ،>او  <  متحققة. ويتم ذلك بتحويل متباينات القيود الهيكلية الى متسىىىىىىىىىاويات بدلا من اهمال اشىىىىىىىىىارة

 يمكن تحويلها الى معادلة باضافة كمية جديدة غير سالبة لها. ≥متباينة من النوع 

 لتوضيح فلن خذ نفس القيود السابقة:ول

 

 

 و                                         

 

   
الى الطرف الايسىىىىىىر في كل قيد  x4, x5x,3فيمكننا تحويل القيود الهيكلية الى معادلات باضىىىىىىافة الكميات 

على الترتيب. وتسمى هذه المتغيرات الجديدة بالمتغيرات المتممة او متغيرات الترخيم)كما يسميها البعض( 

 (.Slack Variablesاو المتغيرات المكملة)

 كمايلي: وبهذا تصبح القيود الهيكلية

 

 

 

4 ≤                 1x 

≤ 6   2x                

≤ 182 +   2x    13x 

 

≥ 01                         x 

x2 ≥ 0 

≥02x                  

 

x1                  +x3              = 4...…..........(1) 

         x2                 +x4      = 6.......... .…(2) 

3x1   +2x2                     +x5 = 18…..... ....(3) 
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موجبة فان هذا يعني بان الطرف الايسر في كل قيد اقل من الطرف الايمن. واذا  x4,x5x,3اذا كانت قيم 

كانت قيمها تسىىىاوي صىىىفر فان هذا يعني بان الطرف الايسىىىر في كل قيد يسىىىاوي الطرف الايمن. ولايمكن 

 سالبة لان هذا يتعارض مع القيد نفسه. وبهذا فان: x4,x5x,3ان تكون قيم 

 
 

 وبناء عليه فاننا نصل الى هاتين الملاحظتين الهامتين:

 اي اختلال يقع في القيود الهيكلية يكون نتيجة لكون المتغيرات المتممة سالبة. .1

ان اسىىىىىىىىىىىىىىتعمال اي من القيود الهيكلية للحصىىىىىىىىىىىىىىول على حلول النقط الحدية يجب ان يكون مقترنا  .2

 ساوي صفر.بحقيقة ان المتغير المتمم المناظر ي

 

وهكذا فللحصىىىىىىول على حلول النقط الحدية في القيود المعطاة معنا فاننا سىىىىىىنختار قيدين معا. وبالاسىىىىىىتفادة 

( وسىىىنصىىىل الى ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل. 3(،)2(،)1من الملاحظة الثانية سىىىنعوض في المعادلات)

 للتوضيح لن خذ:

 

 
 

وحسىىىىب الملاحظة   x4x ,3( باضىىىىافة المتغيرات المتممة 2(،)1هذان القيدان تم تحويلهما الى المعادلات )

 ( فنحصل على:3(،)2(،)1ومن ثم عوض) x4x, 0=03=الثانية دع 
 

 

 

 

 والحل هو:

 

x5  ≥ 0  ,   x4  ≥ 0  ,    x3  ≥ 0 

x1        ≤ 4 

        x2 ≤ 6 

 

x1 = 4 

x2 = 6 

x5 = - 6 

X1 = 4             X2 = 6 

X3 = 0             X4 = 0           X5 = - 6 
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1823وهذا يخل بالقيد الثالث  ،هنا سالبة 5xولكن  21 + xx .ولذلك فان الحل ليس حلا لنقطة حدية 

 خــذ
 

 

 
 

 

  دع   X5X ,3( باضافىىىىىىىىة المتغيريىىىىىىىىن  المتمميىىىىىىىىن 3(،)1وقىىىىىىىىد تىىىىم تحويل هذيىىىىن القيدين الىىىىى المعادلتيىىىىن )

=03=0, x5x ( فنحصل على :3(،)2(،)1وعوض في المعادلات ) 

 

 والحل يكون:

 

 لايوجد اي متغير سالب ويكون هذا الحل احد حلول النقط الحدية.

 خــذ

 

 
 

 

 ( سنحصل على:3(، )2(، )1وعوض في المعادلات الثلاث )  1x  ،0 = 2x = 0  اجعل

 

 
 

 

 الذي هو احد حلول النقط الحدية. 5x ، 6 = 4x ،4 = 3x ،0 = 2x ،0 = 1x = 18ويكون الحل 

 وبتطبيق نفس المبدأ على جميع الحالات الممكنة نحصل على:
 

4 ≤               1x 

18 ≤ 2+   2x    13x 

 

x1 = 4 , x2 = 3  , x4 = 3 

x1 = 4   ,  x2 = 3    ,   x3 = 3  ,  x4 = 0  ,  x5 = 0 

 

1X ≥ 0 

2X ≥ 0 

x3 = 4 

x4 = 6 

5x = 18 
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𝑂 =
𝑥1 = 0 𝑥2 = 0
𝑥3 = 4 𝑥4 = 6 𝑥5 = 18

  
 

𝑎 =
𝑥2 = 0 𝑥3 = 0
𝑥1 = 4 𝑥4 = 6 𝑥5 = 6

    

 

𝑏 =
𝑥3 = 0 𝑥5 = 0
𝑥1 = 4 𝑥2 = 3 𝑥4 = 3

 
 

𝑐 =
𝑥4 = 0 𝑥5 = 0
𝑥1 = 2 𝑥2 = 6 𝑥3 = 2

 
 

𝑑 =
𝑥1 = 0 𝑥4 = 0
𝑥2 = 6 𝑥3 = 4 𝑥5 = 6

 
 

 حلول النقط الحديةوجميعها 
 

  Basic Feasible Solution      الحلول الاساسية الممكنة -ب

 

  في البداية ماهو الحل الاساسي؟

فان الحل الاسىىىاسىىىي هو ذلك  n>mمتغير)مجهول( حيث  nمعادلة خطية مسىىىتقلة بىىىىىىىىىىىىىىىىىى  mاذا كان لدينا 

متغير  m( متغير تسىىاوي الصىىفر ومن ثم اكمال الحل للىىىىىىىىىىىىىىىىىn-mالحل الذي يمكن الحصىىول عليه بجعل )

 الباقية، او بعبارة اخرى اذا كان:

  1=  b nX n+………+a1 2X 12+a 1X11 a 

  2=  b nX n+………+a2 2X 22+a 1X21 a 

       .                    . . . 

       .                    . . . 

  m=  b nX n+………+am 2X m2+a 1Xm1 a 
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 ( لهذه المعادلات هو اي حل يحقق:n,...,xx2, 1xفان الحل الاساسي )

i)  ان لايكون هناك اكثر منm  متغير قيمتها لاتساوي الصفر)غير صفرية( )اي انه علىىىىىىى

 متغير تساوي اصفار( n-mالاقل 

ii)  ًالحل بدلالة المتغيرات غير الصفرية يكون حلا وحيدا 

 معادلة(  mمتغير بى mمتغيرات صفرية فانه يبقى لدينا  n-m)بما ان 
 

و المتغيرات غير المستقلة بينما الى ا Basic Variables   بالمتغيرات الاساسية تدعى متغير  mان الىىىىىىىىىى 

n-m  بالمتغيرات غير الاساسية او المتغيرات المستقلةمتغير تدعى 

Non-Basic Variable or   Independent variables 

 

متغير تكون   mهو الحل الاساسي وفي نفس الوقت الممكن، وحيث جميع الى الحل الاساسي الممكنالان 

 (≥ 0غير سالبة )
 

 ومن هذا فان الحل الاساسي الممكن هو حل نقطة حدية. وللتوضيح خذ نفس القيود السابقة وهي :

≤ 4               1x 

x2 ≤ 6        

≤ 182 +   2x    13x 

& 

≥ 01   x 

x2 ≥ 0 

كمىىىىىا اعطى في  x4,x5x,3ود الهيكليىىىىىة الى معىىىىىادلات بىىىىاضىىىىىىىىىىىىىىىىىىافىىىىة المتغيرات المتممىىىىىة يتم تحويىىىىل القي

 (.3(،)2(،)1المعادلات)

  لنأخذ

  
≥ 01 x 

≥ 02 x 
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 دع

   0 = 1x ،0 = 2x ( فتكون:3(،)2(،)1ثم عوض في المعادلات ) 

 

 
 

متغيرات اسىىاسىىية. وهذا حل اسىىاسىىي   x4,x5x,3متغيرات غير اسىىاسىىية او مسىىتقلة و  1x ،2xفي هذا الحل 

 (.3.3في الشكل ) Oممكن ويمثل النقطة 

 :( فاننا نحصل على3(،)2(،)1وعوضنا في المعادلات ) x2 = 0 ،x3 = 0اذا كانت وبنفس الاسلوب 

 

 
 

متغيرات اسىىىاسىىىية. وهذا حل اسىىىاسىىىي ممكن  1x ،4x،5xمتغيرات غير اسىىىاسىىىية بينما   2x،3xفي هذا الحل 

 (.3.3في الشكل ) aوهو يمثل النقطة 

 ( فاننا نحصل على:3(،)2(،)1وعوضنا في المعادلات) x5=0 ،x1=0جعلنا اذا  ولكن

 

 
 

 متغيرات اساسية. 2x،3x،4xمتغيرات غير اساسية بينما  1x،5xفي هذا الحل 

 سالبة.  4xوهذا حل اساسي ولكنه غير ممكن لان 

 (.3.3في الشكل ) gوهذا ممثل بالنقطة 

( تمثل حلا اسىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىيا ولكنه غير 3.3في الشىىىىىىىىىىكل ) f,eبنفس الطريقة يمكننا اثبات ان كل من النقطتين 

 تمثل حلا اساسيا ممكنا. وهكذا فان الحلول الاساسية الممكنة هي: d,c,bممكن. بينما كل من النقط 

x3 = 4 

x4 = 6 

x5 = 18 

x1 = 4 

x4 = 6 

x5 = 6 

 x2 = 9   

x3 = 4 

 x4 = -3 
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  المتغيرات غير الاساسية المتغيرات الاساسية

18 = 56   , x = 44  ,  x = 3x 0 = 20  ,  x = 1x o 
6 = 56   , x = 44  ,  x = 1x 0 = 30  ,  x = 2x a 

3 = 43   , x = 24  ,  x = 1x 0 = 50  ,  x = 3x b 

2 = 36   , x = 22  ,  x = 1x 0 = 50  ,  x = 4x c 

6 = 54   , x = 36  ,  x = 2x 0 = 40  ,  x = 1x d 

 ملاحظات:

بالحل الاســـاســـي الممكن يدعى ان الحل الذي تكون فيه المتغيرات المتممة متغيرات اسىىىىىاسىىىىىية  .1

 Oوفي مثالنا هذا الحل ممثل بالنقطة  الاولى

فاننا نقوم بتحويل  ،عندما نحاول الحصىول على حل اسىاسىي ممكن من حل اسىاسىي ممكن اخر .2

 متغير اساسي الى غير اساسي وجعل متغير اساسي يصبح اساسي.

 3xيصىىبح اسىىاسىىي والمتغير الاسىىاسىىي  1x، المتغير غير الاسىىاسىىي aالى  oثلا بالانتقال من م

 يصبح غير اساسي.

 

 الحل الامثل 3.6

الحل الامثل هو حل ممكن او حل اسىىىىىاسىىىىىي ممكن يحقق القيمة المثلى لدالة الهدف الخطية. وعادة نكون 

الامثل لمسىىىى لة البرمجة الخطية يوجد بين او ضىىىىمن حلولها معنيين بالحلول الاسىىىىاسىىىىية الممكنة لان الحل 

الاسىىىاسىىىية الممكنة. ومن هنا لايجاد الحل الامثل لمسىىى لة برمجة خطية معطاة ، علينا ان نجد اولا الحلول 

الاسىىاسىىية الممكنة  ونعوضىىها في دالة الهدف. والحل الذي يعطي القيمة المثلى لدالة الهدف. والحل الذي 

 لمثلى لدالة الهدف يكون هو الحل الامثل:يعطي القيمة ا
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 1مثال 

 
𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1x، 2xاوجد قيم  = 3𝑥1 + 5𝑥2  :بشرط ان 

 
 

 
 
 
 
 

 كما مر معنا في القسم السابق فان النقط:

 
 
 
 
 
 
 

 

 قد وجد بانها حلول اساسية ممكنة، فاذا عوضنا كل حل من هذه الحلول في دالة الهدف نجد ان:

 
 "oعند الحل " ❖

𝑓(𝑥) = 3(0) + 5(0) = 0 

 
 "aعند الحل " ❖

𝑓(𝑥) = 3(4) + 5(0) = 12 

 
 "bعند الحل " ❖

𝑓(𝑥) = 3(4) + 5(3) = 27 

 

 "cعند الحل " ❖
𝑓(𝑥) = 3(2) + 5(6) = 36 

 

x1           ≤ 4 

           x2 ≤ 6 

3x1 + 2x2 ≤ 18 

 و
x1  ≥ 0 , x2 ≥ 0 

 

o = (x1 = 0 , x2 = 0) 
 

a = (x1 = 4 , x2 = 0) 
 

b = (x1 = 4 , x2 = 3) 
 

c = (x1 = 2 , x2 = 6) 
 

d = (x1 = 0 , x2 = 6)   
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 "dعند الحل " ❖
𝑓(𝑥) = 3(0) + 5(6) = 30 

 
 تحقق الدالة اعظم قيمة لها ويكون الحل الامثل: cوهكذا عند النقطة 

 
 

 
 

 ( 1.2وهذه النتيجة تتفق مع نتيجة الحل البياني )انظر مثال 
 

 

 2مثال 

 
𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة  1x،2xاوجد قيم  = 5𝑥1 − 2𝑥2 :بشرط ان 
 
 
 
 
 

 

 

 الحـــل:
لتحديد الحلول الاسىىاسىىية الممكنة نحول المتباينا )القيود الهيكلية( الى معادلات باضىىافة المتغيرات المتممة 

3x ،4x،5x  :فتصبح 

 

 

 

 

 

 

 

 وباتباع الطريقة الثانية نجد ان الحلول الاساسية الممكنة هي:

= 62 = 2         ,       x1 x 
 

f(x) = 36 

 

≤ 12  22x - 13x 

≤ 2    25x - 1x 

≤ 42 2x + 1x- 

 وان 
≥ 01 x 

≥ 02 x 

12 =              3x + 22x - 13x 

2 =          4x +       25x - 1x   

4 =5 x +               2        2x + 1x - 
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على  -4، 28، 13/268، 10، 0وبتعويض هىىذه الحلول في دالىىة الهىىدف نحصىىىىىىىىىىىىىىىىل على القيم التىىاليىىة 

 التوالي.

 وبهذا يكون الحل الامثل:

 

 

 

 الخلاصة

 يمكننا الان ان نلخص ما ذكرناه بمايلي:

اي مس لة برمجة خطية لها عدد غير محدود من الحلول وذلك لان مجموعة الحلول الممكنة  .1

 عبارة عن محدب

الحلول الاسىىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىىية الممكنة وكل حل هذا العدد من الحلول الممكنة ينقص الى عدد محدود من  .2

 اساسي ممكن يتكون من:

i. )متغيرات غير اساسية)المتغيرات الصفرية 

ii. )متغيرات اساسية )المتغيرات غير الصفرية 

متغيراً اسىىىاسىىىيا يصىىىبح غير اسىىىاسىىىي واخر  ،للانتقال من حل اسىىىاسىىىي ممكن الى حل اسىىىاسىىىي ممكن اخر 

 غير اساسي يصبح اساسيا.

= 0)2 x      = 0        , 1 (x 

= 0)2 x      = 2        , 1 (x 

= 6/13)2 = 56/13 ,  x1 (x 

= 6)2 x       = 8         ,1 (x 

= 2)2 x       = 0         ,1 (x 

= 81 x 

= 62 x 

f(x) = 28 
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اسىىىىىىىىىىية الممكنة يكون الحل الامثل هو الحل الذي يحقق القيمة المثلى ضىىىىىىىىىىمن هذه الحلول الاسىىىىىىىىىى .3

 للدالة. ويمكن ان يكون هناك اكثر من حل امثل واحد.

 

 تعقيب

بالرغم من ان عدد الحلول الاسىىىىاسىىىىية الممكنة محدودا ولكنه قد يكون كبيرا بحيث يصىىىىعب عمليا حسىىىىابها 

في تطوير طريقة حديثة للتغلب على ذلك وهي ماتعرف بطريقة السمبلكس.  DANTZIGجميعا. وقد نجح 

في هذه الطريقة ليس من الضروري ان نغطي جميع الحلول الاساية الممكنة، لانها تقود دائما الى الحلول 

 الاساسية الممكنة الافضل حتى تصل الى الحل الامثل. وسندرس هذه الطريقة في الفصل القادم.
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 تصنيف وخواص حلول البرمجة الخطية / السادسمسائل الفصل   4.6
 

 اوجد حلول النقط الحدية جبريا وبيانيا للقيود التالية: .1

 

 

 

 

 للقيود التالية:اوجد حلول النقط الحدية جبريا وبيانيا  .2

 

 

 

 

 

 

 اوجد حلول النقط الحدية جبريا وبيانيا للقيود التالية: .3

 

 

 

 

 

     x1 + x2 ≥ 2 

     x1 + x2 ≤ 7 

& 

     x1       ≥ 0 

           x2 ≥ 0 

 

 

 

     2x1 + 3x2 ≤ 12 

        x1 - 6x2  ≤ 1 

        x1 + x2  ≥ 2 

   - 2x1 + x2  ≥ 1 

& 

       x1       ≥ 0 

             x2 ≥ 0 

 

 

   

   3x1 - 2x2 ≤ 12 

     x1 - 6x2 ≤ 1 

   - x1 + x2 ≤ 4 

& 

      x1       ≥ 0 

            x2 ≥ 0 
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 اوجد جبريا وبيانيا الحلول الاساسية الممكنة للقيود التالية:   .4

 

 

 

 

 

 

 

 الممكنة للقيود التالية:اوجد جبريا وبيانيا الحلول الاساسية  .5

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   3x1 + 2x2 ≤ 18 

     x1 +   x2 = 7 

& 

     x1       ≥ 0 

           x2 ≥ 0 

      x1               = 2 

   3x1 + 2x2          = 8 

   2x1 + x2         = 5 

& 

      x1              ≥ 0 

            x2         ≥ 0 
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 تصنيف وخواص حلول البرمجة  الخطية /السادسالفصل حل مسائل   5.6
 

 التمارين نتبع الخطوات التالية:لحل مثل هذه 

 نحول القيود الهيكلية الى معادلات باستخدام المتغيرات المتممة غير السالبة. •

نختار كل قيدين معا ونحل المعادلتين بتطبيق القاعدة القائلة بان اسىىىىىىىىىىىىىتعمال اي من  •

القيود الهيكلية للحصىىىىول على حلول النقط الحدية يجب يجب ان يكون مقترنا بحقيقة 

 ن المتغير المتمم المناظر يساوي صفر.ا

 وباتباع هذه الخطوات نصل الى اجوبة التمارين كمايلي:

 حلول النقط الحدية هي: .1

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

2.  
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

x1 = 0        ,      x2 = 2 
 

x1 = 2        ,      x2 = 0 
 

x1 = 0        ,      x2 = 7 
 

x1 = 7        ,      x2 = 0 

 

 

x1 = 9/8        ,      x2 = 13/4 

 

x1 = 0           ,      x2 = 4 

 

x1 = 1/3       ,       x2 = 5/3 

 

x1 = 0          ,       x2 = 2 
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3.  

 
 
 
 
 
 

 
 

4.  
 
 

 

5.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 

x1 = 1               ,         x2 = 0 

 

x1 = 70/16       ,          x2 = 9/16 

 

x1 = 8               ,         x2 = 6 

 

x1 = 0               ,         x2 = 2 

x1 = 4                ,           x2 = 3 

x1 = 0                ,            x2 = 7  

x1 = 2               ,              x2 = 1 
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 السابعالفصل 

 (SIMPLEX)طريقة السمبلكس 
 

 القسم الاول
 

    Summary   ملخص الطريقة 1.7

طريقة السىىىىىىىمبلكس هي اسىىىىىىىلوب تم تطويره لحل مسىىىىىىىائل البرمجة الخطية، وتطبيق هذه الطريقة يؤدي الى 

 واحدة من الحالات التالية:

i. حل امثل محدود 

ii. حل امثل غير محدود 

iii. لا يوجد حل ممكن للمس لة 

 مثل: m < nمتغير  nمعادلة في  mمن المعلوم انه اذا كان لدينا 

 

 

 

 

 

 

 

وبما ان الحل الاسىىىاسىىىي لهذه المعادلات لاي تي الا اذا كان عدد المعادلات يسىىىاوي عدد المجاهيل، فيجب 

من  mمن هذه المجاهيل ) المتغيرات( بحيث يساوي كل منها الصفر، وبذلك يتبقى لدينا  n-mان نختار 

q11 x1 + q12 x2 + ... + q1n xn 

q21 x1 + q22 x2 + ... + q2n xn 

.            .               . 

.            .               . 

qm1 x1 + qm2 x2 + ... + qmn xn 
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سىىىىىاسىىىىىية اما بقية متغيرات غير ا n-mمن المجاهيل، وبذلك يمكن حلها وتسىىىىىمى الىىىىىىىىىىىىىىىىىىىى  mالمعادلات في 

 فتسمى متغيرات اساسية. mالمتغيرات وعددها 

 تتلخص طريقة السمبلكس بما يلي:

 تحويىىىل القيود الهيكليىىىة الى معىىىادلات بىىىاضىىىىىىىىىىىىىىىىىافىىىة او طرح متغيرات متممىىىة غير سىىىىىىىىىىىىىىىىىالبىىىة .1

Complementary Variables  

لاصل، اختيار حل مبدئي اساسي ومسموح به، ويكون هذا الحل في اغلب الاحوال هو نقطة ا .2

 حيث نختار قيمة المتغيرات المتممة كمتغيرات اساسية )لاصفرية(.

عنىد كىل مرحلىة من مراحىل الحىل نختبر امثليىة الحىل الىذي لىدينىا، فىاذا كىان هو الحىل الامثل  .3

 تنتهي الطريقة، واذا لم يكن نختار حلا اخر افضل منه.

ت المتغيرات في دالة الهدف والقاعدة التي تسىىتخدم للاختبار تعتمد اسىىاسىىا على اشىىارة معاملا

بعد كتابتها بدلالة المتغيرات غير الاسىىىىاسىىىىية، فاذا كنا نسىىىىعى للحصىىىىول على النهاية العظمى 

فان اشىىىىىىىىىىىىىىىارات معاملات المتغيرات يجب ان تكون كلها سىىىىىىىىىىىىىىىالبة، وذلك لانه بزيادة اي من 

لنهاية المتغيرات فان قيمة دالة الهدف سىىىىىىىىىىىىىىوف تتناقص، اما اذا كنا نريد الحصىىىىىىىىىىىىىىول على ا

الصغرى لدالة الهدف فان اشارات معاملات المتغيرات يجب ان تكون موجبة، لانه لو زاد اي 

 متغير بعد ذلك فسوف تتزايد دالة الهدف.

عند الانتقال من حل الى اخر افضىىل منه فان احد المتغيرات غير الاسىىاسىىية سىىيصىىبح متغيرا  .4

وفي مقابل ذلك فان  Entering Variable المتغير الداخل اسىىىىىىاسىىىىىىيا، ويطلق عليه اسىىىىىىم 

 Leaving  المتغير الخارجويطلق عليه اسىىىىىىم  ،متغيرا اسىىىىىىاسىىىىىىيا سىىىىىىيصىىىىىىبح غير اسىىىىىىاسىىىىىىي

Variable . 
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 والقاعدة التي على اساسها نختار المتغير الداخل والخارج هي :      

  Entering Variable اولًا:  المتغير الداخل 

الهدف نحو حل افضل، فاذا كان المطلوب هو نختاره بحيث يعمل على تحسين دالة 

ايجاد اكبر قيمة لدالة الهدف وكانت جميع معاملات المتغيرات غير الاسىىىىىىىاسىىىىىىىية بها 

موجبة، نختار المتغير ذو اكبر معامل موجب، واذا كان المطلوب هو ايجاد اصىىىىىىغر 

تار قيمة لدالة الهدف وكانت جميع معاملات المتغيرات غير الاسىىىاسىىىية بها سىىىالبة نخ

 المتغير ذو اكبر معامل سالب.

 Leaving Variableثانياً:  المتغير الخارج 

حيث انه هو ذلك المتغير الاسىاسىي الذي سىيصىبح متغيرا غير اسىاسىي، فمعنى هذا ان 

قيمته ستصبح صفراً، وعلى هذا نختار المتغير الاساسي الذي تصبح قيمته صفرا قبل 

 ل.غيره عندما تزداد قيمة المتغير الداخ
 

عند بلوغنا الى حل اسىىىىىىاسىىىىىىي ممكن ولكنه ليس حلا امثلا، فاننا نعيد نفس الخطوات لنصىىىىىىل  .5

الى حل اخر اساسي ممكن ونختبر امثليته، ونبقى نعيد نفس الخطوات بادخال متغيرات غير 

 اساسية واخراج اخرى اساسية، حتى نصل الى احدى الحالات الثلاثة المذكورة سابقاً.

 

 السمبلكس عندما تكون القيود من النوع )اقل من او تساوي(:طريقة   2.7
Simplex method when constraints are of type (less than or equal to) 

 

في هذا الفصىىل سىىنطبق طريقة السىىمبلكس لحل مسىىائل البرمجة الخطية التي تكون فيها القيود الهيكلية من 

سىنطبق الطريقة عندما تكون القيود الهيكلية على صىورة اكبر من ، وفيما بعد (≤)النوع اقل من او تسىاوي 

 ومزيج من الانواع الثلاثة. (=و )  (≥)او تساوي 
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 والمثال الرقمي التالي يبين طريقة الحل باستخدام طريقة السمبلكس:

 

 (1مثال )

 التي تعظم دالة الهدف   1x ،2xاوجد قيم 

𝑓(𝑥) = 3𝑥1 + 5𝑥2. . . . . . . . . . . . . . . (1) 
 

 بشرط ان

 

 

 

 وان        

      

  

 الحــل:

 X4,X5X,3اولا نقوم بتحويل القيود الهيكلية الى معادلات باضىىىىىىىىىىىىىىىافة المتغيرات المتممة غير السىىىىىىىىىىىىىىىالبة 

 فتصبح:

 

 

 

 

 

 

 

  X1                    ≤ 4 

           X2    ≤ 6     ..................(2) 

3X1 + 2X2   ≤ 18 

 
 

X1  ≥  0  ,  X2  ≥  0    ....................(3)     

X1 +        +X3                = 4 

           X2        +X4        = 6         ..........(4) 

3X1 + 2X2            +X5   = 18 

 

Xj ≥ 0    ................................................(5) 

(j =1, 2,...,5) 
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متغيرات اسىىىىاسىىىىية  X4, X5X,3فاننا نجعل المتغيرات المتممة  الحل المبدئي الاســاســي الممكنثم لايجاد 

 ( نحصل على:4فمن المعادلات ) X2X ,1ونعبر عنها بدلالة المتغيرات غير الاساسية 

 

 

 

 

 

 نحصل على: 1X  ،0 = 2X = 0وبوضع 

 

 

 ويكون الحل المبدئي الاساسي الممكن هو:

 

 

وهذا يعني اننا اخترنا نقطة الاصىىل كحل مبدئي اسىىاسىىي ممكن ) وهي حل نقطة حدية(، وتكون قيمة دالة 

𝑓(𝑥)الهدف عند هذا الحل تساوي صفر اي ان   = 0. 

 الس ال الان: هل هذا الحل هو الحل الامثل؟

𝑓(𝑥)بمىىا ان المسىىىىىىىىىىىىىىىى لىىة هي تعظيم دالىىة الهىىدف  = 3𝑋1 + 5𝑋2 رات غير )معبراً عنهىىا بىىدلالىىة المتغي

متغيرا اسىاسىيا)اي لوزدنا قيمته عن الصىفر( هل تزيد  2Xاو  1Xالاسىاسىية(، يصىبح السىؤال هل لو ضىعنا 

 ،قيمة الدالة؟ الجواب نعم لان معامل كل منهما في الدالة موجباً، واي زيادة في اي منهما ستزيد الدالة

 الامثل،اذا فان هذا الحل المبدئي الاساسي الممكن ليس هو الحل 

 الان علينا ان نبحث عن حل اساسي ممكن افضل، وهذا يتطلب اختيار المتغير الداخل والمتغير الخارج.

X3  = 4 - X1 

X4 = 6 - X2                 ...............(6) 

X5 = 18 -  3X1 - 2X2 

X3 = 4   ,   X4 = 6   ,    X5 = 18 

 X1 = 0  ,  X2 = 0 )متغيرات غير اساسية(

 X3 = 4  ,  X4 = 6  ,  X5 = 18 )متغيرات اساسية(
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 المتغير الداخل:

بمقدار  1Xالذي يقود الى زيادة دالة الهدف، في مثالنا لوزادت   1X ،2Xنختار المتغير غير الاسىىىىىىىىاسىىىىىىىىي 

بمقدار وحدة واحدة لزادت دالة الهدف  2Xوحدات، ولو زادت  3وحده فان دالة الهدف سىىىىىىىىىىىىىىتزيد بمقدار 

 فان المتغير الداخل هو المتغير غيرسىىىىىىىىىىىيكون هو المتغير الداخل. وهكذا  2Xوحدات، اذا فان  5بمقدار 

 الاساسي ذو المعامل الموجب الاكبر في دالة الهدف.

 المتغير الخارج:

اي يصىىىىبح متغيرا غير اسىىىىاسىىىىي يسىىىىاوي  2Xليحل محل  3X،4X،5Xار احد المتغيرات الاسىىىىاسىىىىية سىىىىنخت

الصىىفر. بما ان قيمة هذا المتغير الخارج سىىتصىىبح صىىفرا، اذا فاننا نختار المتغير الذي يصىىل الى الصىىفر 

دعنا ناخذ قيم  2X، وكي نعرف اي هذه المتغيرات يصىىىىل الى الصىىىىفر اولا بتزايد 2Xاولا عندما تزيد قيمة 

3X،4X،5X   2بدلالةX  تذكران(1X  نجد ان:6= صفر(. فمن المعادلات ) متغيرا غير اساسيمازال ) 

 

 

 
 

4X  2تصبح مساوية للصفر عندما تزيدX 6 الى  

5X  2تصبح مساوية للصفر عندما تزيدX  9الى 

تصىىىىىىىىل الى الصىىىىىىىىفر  4X، هذا يعني ان 185X=-6=12بينما  ،04X=نجد ان  62X=وهكذا حين تكون 

هو المتغير الخارج، وهذا يصون امكانية الحل، بينما لو  4X.بناء عليه يكون 2Xعندما تزيد قيمة  5Xقبل 

مما يخالف    X4=6-=9-3، وتكون قيمة   92X=تكون قيمة   05X=كمتغير خارج اي   5Xاخترنا  

 قيد او شرط عدم سالبية المتغيرات.

  X2  لا تعتمد على  X3 = 4    

                          X4 = 6 - X2 

                         X5 = 18 - 2X2 
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 كمتغيرات 2X،3X،5X كمتغيرات غير اسىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىية، والمتغيرات  1X  ،4Xوهكذا فالحل الجديد يحتوي على 

 اساسية.

، من 2Xدعنا نعبر عنها بدلالة المتغيرات غير الاسىىىىاسىىىىية ونبدأ بالمتغير الداخل  2X ،3X،5Xلايجاد قيم 

 ( نحصل على :6المعادلة الثانية في المعادلات )

 

 ( نحصل على 6) بالتعويض في باقي المعادلات

 

 

 

 ( كمايلي:6وهكذا تصبح المعادلات)

 

 

 

 نجد انها تساوي: 1X،4Xوكذلك بالتعبير عن دالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية 

 

 
 

 

 وهكذا فان الحل الجديد هو:

 

 

 

X2 = 6 - X4 

X3 = 4 - X1 

X5 =18 - 3X1 - 2(6-X4) 

    = 6 - 3X1 + 2X4 

 

X2 = 6 - X4 

X3 = 4 - X1                                ......................(7)                

X5 = 6 - 3X1 + 2X4 

 

f(x) = 3X1 + 5(6-X4) 

 

        = 30 + 3X1 - 5X4    ..................(8) 

 X1 = 0 ,   X4 = 0     )متغيرات غير اساسية(  

 X2 = 6 ,   X3 = 4  ,  X5 = 6     )متغيرات اساسية(       

                                      f(x) = 30 
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 هل هذا هو الحل الامثل؟

 نختبر امثلية هذا الحل:

+، وهذا يعني ان اي 3هو  1Xبينما معامل  -5هو  4X( نجد ان معامل 8فاذا اختبرنا دالة الهدف في )

 ستزيد من قيمة دالة الهدف، اذا فهذا الحل ليس هو الحل الامثل. 1Xزيادة في 

 سنحاول البحث عن حل جديد، حل اساسي ممكن افضل:

 المتغير الداخل:

هو المتغير الوحيد الذي  1Xهما المتغيران غير الاسىىىاسىىىيان وبما ان  1X ،4Xفي الحل السىىىابق المتغيرين 

 معامله في دالة الهدف موجباً يكون هو المتغير الداخل.
 

 المتغير الخارج:

 ( نجد:7من المعادلات )

 

 

 

 

 هو المتغير الخارج. 5Xالمتغير الداخل، اذا فان  1Xتصل الى الصفر اولا بزيادة   5Xوهذا يعني ان 

همىىا المتغيران غير الاسىىىىىىىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىىىىىيىىان في الحىىل الجىىديىىد وتكون المتغيرات  4X ،5Xوعليىىه يكون المتغيران 

1X،2X،3X .هي المتغيرات الاساسية 

 (7دعنا نعبر عن المتغيرات الاساسية بدلالة المتغيرات غير الاساسية، فتصبح المعادلات)

 

2         X             1لا تعتمد علىX  

= 03 X             41 =عندما X 

= 05 X             21 =عندماX  

   متغير غير اساسي = صفر(    4X)تذكر ان  
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                 (9..........) 

 

 
 

 

 ( تصبح:8وكذلك فان دالة الهدف)

 

 

 

 وعليه يكون الحل الجديد الاساسي الممكن هو:

 

 

 

 

 في دالة الهدف كلاهما سالبا يكون هذا الحل هو الحل الامثل. 4X  ،5Xبما ان معاملات 
 

اذا ما قارنا الحل الامثل هذا بطريقة السىىىىىىىىمبلكس مع الحل لنفس المثال بطريقة الرسىىىىىىىىم البياني سىىىىىىىىنجد ان 

" كحل مبدئي اسىىىاسىىىي ممكن ثم انتقلت الى حل اخر اسىىىاسىىىي 0الاصىىىل"طريقة السىىىمبلكس بدأت من نقطة 

" ثم اخيرا الى حل افضىىىىىىىل وهو الحل الامثل والممثل بالنفقة الحدية dممكن افضىىىىىىىل ممثلا بالنقطة الحدية"

X1 =1/3(6 + 2X4 - X5) 

    = 2 + 2/3X4 - 1/3X5 

X2 = 6 - X4                  

                                                       

X3 = 4 - (2 + 2/3X4 - 1/3X5) 

     =  2 - 2/3X4 + 1/3X5 

f(x) = 30 + 3(2 + 2/3X4 - 1/3X5) - 5X4 

       = 36 - 3X4 - X5                         .......................(10)    

 X4 = 0   ,   X5 = 0 )متغيرات غير اساسية( 

 X1 = 2  ,  X2 = 6  ,  X3 = 2 ( متغيرات اساسية(  

                            f(x) = 36 
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"c وهذا يبين ان طريقة السىىىمبلكس لاتغطي بالضىىىرورة جميع الحلول الاسىىىاسىىىية الممكنة لحسىىىن الحظ انها "

 (o           d            c) ل الامثل عبر اقصر طريق ممكنتصل الى الح

 

X2                                                                                                                  
 

       c                                                                                                  
 

b                                                                                    
 

 
 

 

 (2مثال )

 التي تعظم دالة الهدف 1X  ،2Xاوجد قيم   

 

 

 

 بشرط ان:

 

      

 
 

 :وان

 
 

0 

d 

a 1X 

........................(11)         22X -1 f(x) = 4X 

X1  -  X2    ≤ 6 

X1  -  4X2  ≤ 2                ....................(12)   

- X1 + 2X2 ≤ 4              

X1        ≥ 0 

                          ...........................(13) 

       X2  ≥ 0 
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 الحـل:

 اي: 3X،4X ،5Xوذلك باضافة المتغيرات المتممة  ،نقوم بتحويل القيود الهيكلية الى معادلات

 

 

 

 
 

 كمتغيرات اساسية  3X،4X،5Xكمتغيرات غير اساسية والمتغيرات   1X،2Xخذ 
 

 (:14عبر عن المتغيرات الاساسية بدلالة المتغيرات غير الاساسية، تصبح المعادلات)

 

 

 
 

 الحل المبدئي الاساسي الممكن هو:

 

 
 

 

 في دالة الهدف موجبا، ولايكون هذا الحل هو الحل الامثل 1Xبما ان معامل 

 اختيار حلا اساسيا ممكنا افضل:

    1X ( نجد ان:15هو المتغير الداخل لان معامله في دالة الهدف موجبا، من ) 

 

  X1 - X2 + X3                = 6 

   X1 - 4X2     +X4            = 2             .......................(14) 

-  X1 + 2X2           +X5  = 4 

X3 = 6 - X1 + X2 
 

X4 = 2 - X1 + 4X2                 ...................................(15) 

 

X5 = 4 + X1 - 2X2  

 

 

 X1 = 0  , X2 = 0  )متغيرات غير اساسية( 

 X3 = 6  , X4 = 2  , X5 = 4   ) متغيرات اساسية(     

                              f(x) = 4X1 - 2X2 = 0 
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X1 = 6     عندما  X3 = 0 

X1 = 2      عندما  X4 = 0 

     5X    1تزيد بصورة غير محدودة عند زيادةX  

 لانها متغير غير اساسي(  2X = 0)تذكر ان                 

 هو المتغير الخارج 4Xاذا فان 
 

 كمتغيرات اساسية. 3X،1X،5Xكمتغيرات غيراساسية  و 4X ،2Xيحتوي على الحل الجديد: 

 (:15المتغيرات الاساسية بدلالة المتغيرات غير الاساسية، فتصبح المعادلات )نعيد كتابة 

 

 

 

 

 

 

 

 وهكذا يكون الحل:

 

 

 

 في دالة الهدف موجباً،  2X( نجد ان هذا الحل ليس هو الحل الامثل، وذلك لان معامل 17من )

 اختيار حلا اساسيا ممكنا افضل:

X1 = 2 + 4X2 - X4 

X3 = 6 - (2 + 4X2 - X4) + X2 

     = 4 - 3X2 + X4                           ..............................(16) 

X5 = 4 + (2 + 4X2 - X4) - 2X2 

    = 6 + 2X2 - X4 

 

f(x) = 4(2 + 4X2 - X4) - 2X2 

      = 8 +14X2 - 4X4                 ....................................(17) 

X2 = 0  ,   X4 = 0  

X1 = 2  ,   X3 = 4  ,  X5 = 6 

      f(x) = 8 
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2                X  ( نجد ان:16سيكون هو المتغير الداخل من ) 

 

 

 

 
 

 

كمتغيرات اساسية، نعبر عن المتغيرات  1X،2X،5Xكمتغيرات غير اساسية و  3X،4Xالحل يحتوي على 

 (16الاساسية بدلالة المتغيرات غير الاساسية فتصبح المعادلات)

 

 

 

 

 

 

 

 الحل هو:

 

 

 

 في دالة الهدف موجبا. 4X( نجد ان هذا الحل ليس هو الحل الامثل لان معامل 19من )

1X        2تزيد بصورة غير محدودة مع زيادةX  

= 03 X     عندما تكون
3

4  =2X  

5X        2تزيد زيادة غير محدودة بزيادةX  تذكر(= 04 X) 

 هو المتغير الخارج 3Xاذن فان 

X2 = 4/3 – 1/3 X3 + 1/3X4 

X1 = 2 + 4(4/3 - 1/3X3 + 1/3X4) - X4 

     = 22/3 - 4/3X3 + 1/3X4                        ..................(18)  

X5 = 6 + 2(4/3 -1/3X3 + 1/3X4) - X4 

     = 26/3 - 2/3X3 - 1/3X4 

 

f(x) = 8 + 14(4/3 - 1/3X3 + 1/3X4) - 4X4 

      = 80/3 - 14/3X3 + 2/3X4                   .....................(19) 

 

 X3 = 0 , X4 = 0   )متغيرات غير اساسية(

 X1 = 22/3 , X2 = 4/3 ,  X5 = 26/3  )متغيرات اساسية(       

                              f(x) = 80/3     
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 ابحث عن حل اساسي ممكن افضل:

4               X هو المتغير الداخل لانه الوحيد الذي له معامل موجب في دالة الهدف 

 ( نجد ان:18من )        

 

 

 

 

كمتغيرات اسىىىىىىاسىىىىىىية نعبر عن  1X،2X،4Xكمتغيرات غير اسىىىىىىاسىىىىىىية  3X ،5Xالحل يحتوي على 

 (:18) المتغيرات الاساسية بدلالة المتغيرات غير الاساسية فتصبح المعادلات

 

 

 

 

 

 

 

 

 يكون الحل هو:

 

 

 

1X  4تزيد زيادة غير محدودة بزيادةX 

2X  4تزيد زيادة غير محدودة بزيادةX  

= 05 X  264 =عندما X 

 5X هو المتغير الخارج 

X4 = 26 - 2X3 - 3X5 

X2 = 4/3 - 1/3X3 + 1/3(26 - 2X3 - 3X5) 

     = 10 - X3 - X5                                     .......................… (20) 

X1 = 22/3 - 4/3X3 + 1/3(26 - 2X3 - 3X5) 

     = 16 - 2X3 - X5 

 

f(x) = 80/3 - 14/3 X3 + 2/3(26 - 2X3 - 3X5) 

      = 44 - 6X3 - 2X5                                 ………………. (21) 

X3 = 0    ,  X5  = 0 

X1 = 16  ,  X2 =10  ,   X4 = 2   

f(x) = 44  
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 ( نجد ان جميع المعاملات  سالبة فيكون هذا الحل الامثل.21من)
 

السمبلكس تتكون من نوعين رئيسيين من الان من المثاليين السابقين نصل الى استخلاص ان طريقة 

 القواعد او القوانين:

 قواعد القرار -أ

 قواعد التحويل -ب

 

 Decision Rulesقواعد القرار   -أ

 ( اختبار الامثلية: 1القاعدة )     

 ناخذ دالة الهدف معبرا عنها بدلالة المتغيرات غير الاساسية :     

في مسىىائل البرمجة الخطية التي يراد فيها تعظيم الدالة يكون الحل امثلا اذا كانت جميع المعاملات 

في دالة الهدف سىىىالبة، وفي مسىىىائل التصىىىفير يكون الحل امثلًا اذا كانت جميع المعاملات في دالة 

 الهدف موجبة.
      

 ( اختبار المتغير الداخل: 2القاعدة) 

في مسىىائل التعظيم يكون المتغير الداخل هو المتغير غير الاسىىاسىىي صىىاحب اكبر معامل موجب   

في دالة الهدف، وفي مسىىىىائل التصىىىىغير يكون المتغير الداخل هو المتغير غير الاسىىىىاسىىىىي صىىىىاحب 

 اكبر معامل سالب في دالة الهدف.
 

 :ر المتغير الخارج( اختيا3القاعدة) 

المتغير الخارج هو المتغير الاسىىىاسىىىي الذي يصىىىل الى الصىىىفر اولًا عند زيادة قيمة المتغير الداخل. 

 وهذه القاعدة تنطبق على كل من مسائل التعظيم والتصغير.
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 Transfer rulesقواعد التحويل   -ب

لة المتغيرات غير الاسىىىىاسىىىىية، وهذه هذه القواعد تتعلق بالتعبير عن المتغيرات الاسىىىىاسىىىىية ودالة الهدف بدلا

 القواعد ستوضح اكثر في الجزء القادم.

     
مبسطة السمبلكس بصورة جبرية طريقة  3.7  

Simple Algebraic Method 
  

 دعنا نبدأ بمس لة البرمجة الخطية البسيطة التالية:

 التي تعظم دالة الهدف:  1X،2Xاوجد قيم 

 

 

 

 

 

  فان الحل المبدئي الاساسي  الممكن هو 

 

 

 

 وبهذا لا يكون هذا الحل هو الحل الامثل، نبحث عن حل افضل: ،موجبا 1C،2Cافترض ان كل من 

 

 

f(x) = C1X1 + C2X2   …………………. (22) 

X3 = b1 - a11X1 - a12X2 

X4 = b2 - a21X1 - a22X2     ........................(26) 

X5 = b3 - a31X1 - a32X2 

 X1 = 0  ,  X2 = 0  )متغيرات غير اساسية(  

 X3 = b1  ,  X4 = b2  ,  X5 = b3    )متغيرات اساسية(      

                              f(x) = C1X1 + C2X2 = 0 
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 حل اساسي ممكن افضل:

 هو المتغير الداخل.  1Xفيكون  C1 C <2افترض ان  المتغير الداخل:

 نحصل على: X 02 =( وبوضع 26المتغير الخارج: من )

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 حيث

 

 

 

 فنحصل على: X4,X5X,3نحول القيود الهيكلية الى معادلات باضافة المتغيرات المتممة غير السالبة 

 

 

 

 

0 = X3  عندما  X1 = b1/a11  

X4 = 0  عندما  X1 = b2/a21 

X5 = 0  عندما  X1 = b3/a31 

          

       11a>  ،0>21a ،0>31a 

 
       a11X1 + a12X2 ≤ b1 

       a21X1 + a22X2 ≤ b2          .............................(23) 

       a31 X1 + a32X2 ≤ b3 

& 

       X1  ≥ 0  ,  X2  ≥ 0               ..........................(24)   

 

 C1 , C2 , aij  , bi  ≥ 0  ثوابت  

             (i = 1, 2, 3) 

             (j = 1, 2) 

a11X1 + a12X2 + X3                      = b1 

a21X1 + a22X2       +X4                 = b2       ..................(25) 

a31X1 + a32X2              +X5          = b3   
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 الحل المبدئي الاساسي الممكن :

بجعل المتغيرات المتممة متغيرات اسىىىىىاسىىىىىية، وكتابتها بدلالة المتغيرات غير الاسىىىىىاسىىىىىية تصىىىىىبح المعادلات 

 ( كمايلي:25)

 ان المتغير الاساسي الذي له القيمة الصغرى من النسب 

 
 

 سيكون هو المتغير الخارج.

 هو المتغير الخارج. 4Xهو اقل قيمة فيكون  21a/2bافترض ان 

المتغيرات متغيرات اساسية وبالتعبير عن  1X ،3X،5Xمتغيرات غير اساسية و  2X ،4Xفي الحل الجديد 

 ( نحصل على:26الاساسية ودالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية فاننا من المعادلات )

 

X1 = b2/a21 - a22/a21X2 - 1/a21X4 

X3 = b1 - a11(b2/a21 - a22/a21X2 - 1/a21X4) - a12X2 

     = (b1 - a11b2/a21) - (a12 - a11a22/a21)X2 - (0 - a11/a21)X4 

X5 = b3 - a31(b2/a21 - a22/a21X2 - 1/a21X4) - a32X2 

     = (b3 - a31b2/a21) - (a32 - a31a22/a21)X2 - (0 - a31/a21)X4 

 

 وبعبارات اخرى:

 

X1 = b'2 - a'22X2 - a'24X4 

X3 = b'1 - a'12X2 - a'14X4       ...................................(27) 

X5 = b'3 - a'32X2 - a'34X4 

 

b1/a11  ,  b2/a21  ,  b3/a31 
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 حيث:     
 

b'1 = b1 - a11b2/a21 ,  a'12 = a12 - a11a22/a21  ,  a'14 = -a11/a21 

b'2 = b2/a21                    ,  a'22 = a22/a21                     ,  a'24 = 1/a21          ........(28)     
b'3 = b3 - a31b2/a21 ,  a'32 = a32 - a31a22/a21  ,  a'34 = - a31/a21 

   
 
 وتكون دالة الهدف:  

                     f(x) = C1(b2/a21 - a22/a21X2 - 1/a21X4) + C2X2 

                           = C1b2/a21 + (C2 - C1a22/a21)X2 + (0 - C1/a21)X4 

                           = C + C'2X2 + C'4X4                         ............................(29) 

    
 
 حيث:  

C = C1b2/a21   ,  C'2 = C2 - C1a22/a21  ,  C'4 = - C1/a21 

     
 وعليه يكون الحل هو: 
 

                                X2 = 0      ,      X4 = 0 

                                X1 = b'2    ,      X3 = b'1  , X5 = b'3 

 و     
                             f(x) = C 

 

سىىىىىىالبا، يكون الحل امثلا، اما اذا كان واحد منهما على الاقل موجبا يكون الحل  2C ،4Cاذا كان كل من 

غير امثل، وهنا نبحث عن حل اخر اسىىىاسىىىي ممكن افضىىىل، ونعيد نفس الاجراءات حتى نصىىىل الى الحل 

 الامثل.
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 طريقة السمبلكس في الصورة الجدولية 4.7  
Simplex method in tabular form 

 

 المثال السابق فان الحل الجبري لها يمكن تنظيمه في جدول كما سنوضح الان:لو اخذنا نفس 

 بعد تحويل المتباينات الى معادلات يمكننا تنظيمها في الجدول التالي:
 

 

 :يمكن قراءة هذا الجدول بطريقتين

 فنحصل على: X1: نترك العمود الاول الذي به المتغيرات الاساسية ونبدأ من العمود الاولى 

 

 

 

 

 (.25نفس المعادلات )وهي 
 

 نبدأ من العمود الاول ونترك اعمدة المتغيرات الاساسية فنحصل على: :الثانية

 

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 

 الاساسية

1b 0 0 1 12a 11a 3X 

2b 0 1 0 22a 21a 4X 

3b 1 0 0 32a 31a 5X 

0 0 0 0 2C 1C -f(x) 

1= b               3+ X2 X12+ a1 X11a 

2= b        4+ X        2X22+ a1 X21a 

3= b 5 + X               2X32+ a1 X31a 
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 (26وهي نفس المعادلات )

 من العمودين الاول والاخير نستطيع ان نقرأ الحل المبدئي الاساسي الممكن وهو: 

 

 

 

 

اذا كان  1C ،2Cاي  ،نختبر امثلية الحل بالنظر الى المعاملات الموجودة في السطر الاخير من الجداول

كلا منهما سىىىىىىىىىىىىالبا يكون الحل امثلا، ولكن اذا كان واحد منهما على الاقل موجبا لايكون هذا الحل امثلا، 

 سي ممكن افضل.ونبحث عن حل اخر اسا

كل منهما موجبا، عندها لايكون الحل المبدئي حلا امثلا، لذلك ننتقل الى حل جديد  1C ،2Cافترض ان 

 افضل:

في  1C ،2C: هو المتغير الذ ي يكون معامله في دالة الهدف اكبر مايمكن، ولهذا نختبر المتغير الداخل

هو المتغير الداخل ويطلق على العمود الذي في راسىه  1Xفيكون   C1C<2السىطر الاخير ولنفرض ان   

 (.Pivotal Column) العمود المحوري هذا المتغير اسم 

من  الموجب فقط: لاختيار المتغير الخارج نقسىىىىىىىىم عناصىىىىىىىىر عمود الثوابت كل على نظيره المتغير الخارج

عناصر العمود المحوري، ثم نختار الصف الذي يناظر اقل هذه النسب، فيكون المتغير الاساسي المقابل 

2X12a -1 X11a -1 = b3 X           

2X22a -1 X21a -2 = b4 X           

2X32a -1 X31a -3 = b5 X           

 

 2 X2C -1 X1C -f(x) = 0 - 

 X1 = 0  ,  X2 = 0  )متغيرات غير اساسية( 

 X3 = b1 , X4 = b2  , X5 = b3    )متغيرات اساسية(     

                              -f(x) = 0 

                                f(x) = 0   
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ويطلق على  (Pivotal Row) الصـــف المحوري لهذا الصىىىىىف هو المتغير الخارج ويسىىىىىمى هذا الصىىىىىف 

 العنصر المحوري ند ملتقى العمود المحوري والصف المحوري اسم العنصر ع

(Pivotal Element)   ففي مثالنا نقسمb1،b2،b3  علىa11،a21،a31  ،على الترتيب

 فنحصل على النسب التالية:

 

 

هو المتغير الخارج ويكون صىىىىىفه هو الصىىىىىف المحوري  4Xهي اصىىىىىغر نسىىىىىبة فيكون  21a/2bافترض ان 

 هو العنصر المحوري. 21aويكون عنصر 

 في الحل الجديد

 

 
 

 الان الجدول الثاني :

 التالية:يتم تكوين الجدول الثاني بتحويل عناصر الجدول السابق حسب القواعد 

بالنسىىىىىىىىىبة للصىىىىىىىىىف المحوري ينقل الى الجدول الجديد بعد قسىىىىىىىىىمة كل من عناصىىىىىىىىىره على  -أ

 .21aالعنصر المحوري، وهو في مثالنا 

بالنسبة للعمود المحوري تصبح جميع عناصره صفرا ماعدا العنصر المحوري الذي ي خذ  -ب

 (.1القيمة)

العمود المحوري فان العنصىر بالنسىبة لباقي العناصىر التي لاتقع في الصىف المحوري او  -ج

 =الجديد

 

11/a1,    b  21/a2,    b 31  /a3B 

 

 

 X2 , X4  )متغيرات غير اساسية(

 X5, X1, X3  )متغيرات اساسية(      
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 العنصر المقابل في الصف المحوري × العنصر المقابل في العمود المحوري                   
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   -العنصر القديم 

 العنصر المحوري 
 

 فانه يصبح: 12aفلو اخذنا العنصر 

A12   يصبح  a12 -  
𝑎11𝑎22

𝑎21
 

 

وهو نفس                      
12'a ( 28في المعادلات) 

 حيث:

 

 

 ويتضح ذلك في الرسم التالي 

العمود    
 المحوري 
 

 المحوري 

 

 12a  11a  

  

 

 

   

 22a  12a  الصف المحوري 

    
 

 

 

 a'12   يصبح  a12 -  
𝑎11𝑎22

𝑎21
 

11a  12هو العنصر المقابل في العمود المحوري والواقع في نفس صفa 
22a  12هو العنصر المقابل في الصف المحوري والواقع في نفس عمودa  
21a  المحوري  العنصرهو 
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 يصبح الجدول الجديد كمايلي:

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 

 الاساسية

21

211

1
a

ba
b − 0 

21

11

a

a
−

 1 
 

21

2211
12

a

aa
a − 

0 3X 

212 / ab 0 
21

1

a 0 
21

22

a

a 1 1X 

21

231
3

a

ba
b −

 1 
21

31

a

a
−

 0 
21

2231
32

a

aa
a − 0 5X 

21

2
1

a

b
C−

 0 
21

1

a

C
−

 0 
21

221
2

a

aC
C − 0 -f(x) 

 

 اي هو نفس الجدول التالي:

 

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 

 الاساسية

1b' 0 14a' 1 12a' 0 3X 

2b' 0 24a' 0 22a' 1 1X 

3b' 1 34a' 0 32a' 0 5X 

- C 0 4C' 0 2C' 0 -f(x) 
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 الحل الجديد هو:

 

 

 

 

في الصىىىىىىىىىىىىف الاخير، فاذا كان كل منهما سىىىىىىىىىىىىالبا يكون  '2C' ،4Cلاختبار امثلية الحل نختبر المعاملات 

 الحل امثلا، واذا كان اي منهما موجبا لايكون هذا الحل امثلا ونبحث عن حل جديد افضل.
 

 يمكننا الان ان نلخص قواعد طريقة السمبلكس بالصورة الجدولية:
 

 قواعد القرار:

)الصىىىىىىىىىىف( الاخير من الجدول، اذا  : نختبر العوامل في دالة الهدف بالسىىىىىىىىىىطراختبار امثلية الحل .1

كان المطلوب تعظيم الدالة وكانت المعاملات سالبة او صفر يكون الحل امثلا، واذا كان المطلوب 

 تصغير الدالة وكانت المعاملات موجبه او صفر يكون الحل امثلا.

 هو المتغير صىىىىىىاحب اكبر معامل موجب في دالة الهدف اي في الصىىىىىىف الاخيرالمتغير الداخل:  .2

من الجدول اذا كان المطلوب هو تعظيم الدالة، وهو صىىىىىاحب اكبر معامل سىىىىىالب في دالة الهدف 

 اي في السطر الاخير اذا كان المطلوب هو تصغير الدالة.

نقسىىىىىىىىىىىىىىم الثوابت في العمود الاخير كل على نظيره في العمود المحوري )الموجب المتغير الخارج:  .3

 )او اقل نسبه( يكون هو المتغير الخارج. فقط(، المتغير الاساسي صاحب اقل نتيجة

 قواعد التحويل:

 الصف المحوري يحول بقسمه جميع عناصره على العنصر المحوري  .1

 X5 = b'3   ,   X1 = b'2    ,   X3 = b'1           )متغيرات اساسية(

 X4 = 0     ,   X2 = 0      )متغيرات غير اساسية(

                                    f(x) = C 
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العمود المحوري يحول بجعل جميع عناصىىىىىره مسىىىىىاوية للصىىىىىفر ماعدا العنصىىىىىر المحوري فيصىىىىىبح  .2

 (.1مساويا )

 بقية العناصر تحول بتطبيق القاعدة التالية: .3

 

     

 a  b  

  

 

 

  

 

 c  d  الصف المحوري 

 العمود   

 المحوري 

 

 

𝑎′ = 𝑎 −
𝑏𝑐

𝑑
 

 

 (:1مثال )

 مرة اخرى لن خذ المثال التالي:

𝑓(𝑥)التي تعظم دالة الهدف  1X،2Xاوجد قيم  = 3𝑋1 + 5𝑋2 بشرط ان 

  X1         ≤ 4 

           X2 ≤ 6 

3X1 + 2X2 ≤ 18 
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 وان
  X1        ≥ 0 

         X2 ≥ 0 

 

 الحل:

فنحصىىىىىىىىل  3X،4X،5Xنحول المتباينات الى معادلات باضىىىىىىىىافة المتغيرات المتممة غير السىىىىىىىىالبة 

 على:

 

 

 

 يكون الجدول الاساسي كمايلي:

 

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 

 الاساسية

4 0 0 1 0 1 3X 

6 0 1 0 1 0 1X 

18 1 0 0 2 3 5X 

0 0 0 0 5 3 -f(x) 

 

 

X1 + X3 = 4 

X2 + X4 = 6 

3X1 + 2X2 + X5 = 18 
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 فالحل المبدئي الاساسي هو:

 

 

 

 المعاملات في دالة الهدف )السطر الاخير( موجبة،

 ليس حلا امثلا وعلينا ان نبحث عن حل اخر افضل.اذا هذا 

هو العمود  2Xهو المتغير الداخل ويكون عمود  2Xفي الصىىىىىىىىىىىىىىف الاخير هو الاكبر فيكون  2Xمعامل 

 المحوري.

نقسىىىىىىم عناصىىىىىىر عمود الثوابت كل على نظيره )الموجب فقط( في العمود المحوري فنحصىىىىىىل على النسىىىىىىب 

التالية: 
1

6 ، 
2

هو المتغير الخارج ويكون صىىىىىىىىىىىىىىفه هو الصىىىىىىىىىىىىىىف  4Xيكون المتغير  9 > 6، وبما ان 18

 المحوري.

 بتطبيق قواعد التحويل نحصل على الجدول التالي:

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 

 الاساسية

4 0 0 1 0 1 3X 

6 0 1 0 1 0 1X 

6 1 2- 0 0 3 5X 

30- 0 5- 0 0 3 -f(x) 

 X1 = 0  ,   X2 = 0   )متغيرات غير اساسية(

 X3 = 4  ,   X4 = 6  ,   X5 = 18   )متغيرات اساسية(     

                                f(x) = 0 
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 الحل الجديد هو:

 

 

 

 نختبر امثلية الحل :

الحل امثلا ونبحث عن حل اخر بما ان احد معاملات دالة الهدف في الصىف الاخير موجبا، لايكون هذا 

 افضل:
 

لانه صىىىىىىىىىىىىىىاحب المعامل الموجب، ويكون عموده هو العمود المحوري، بقسىىىىىىىىىىىىىىمة  ، 1Xالمتغير الداخل هو 

عناصىىىىىىر عمود الثوابت كل على نظيره )الموجب فقط( في العمود المحوري نحصىىىىىىل على النسىىىىىىب التالية:  

1

4  ،
3

هو المتغير الخارج لانه صىىىىىىىاحب اقل نسىىىىىىىبة، ويكون صىىىىىىىفه هو الصىىىىىىىف المحوري،  5Xفيكون  ،6

 وبتطبيق قواعد التحويل نحصل على الجدول التالي:
 

 المتغيرات الاساسية 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

2 3/1- 3/2 1 0 0 3X 

6 0 1 0 1 0 1X 

2 3/1 3/2- 0 0 1 5X 

36- 1- 3- 0 0 0 -f(x) 
 

 الجديد هو:الحل 

 

 

 X1 = 0  ,   X4 = 0 )متغيرات غير اساسية(  

 X3 = 4  ,   X2 = 6  ,  X5 = 6   )متغيرات اساسية(     

                                 f(x) = 30 

 

 X4 = 0  ,  X5=0   )متغيرات غير اساسية(

 X1 = 2  ,  X2 = 6  ,  X3 = 2   )متغيرات اساسية(     

                                 f(x) = 36 
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 نختبر امثلية الحل:

 بما ان جميع المعاملات في الصف الاخير غير موجبة يكون هذا الحل هو الحل الامثل.

 

 :2مثال 

 اوجد كل من

 

 

 التي تعظم الدالة:

 

 بشرط ان:

 

 

 

 الحـــل:

فنحصىىىىىىىل   3X،4X،5Xنحول المتباينات الى معادلات باضىىىىىىىافة المتغيرات المتممة غير السىىىىىىىالبة 

 على:

 

 

 

 باتباع قواعد التحويل يمكننا ان نصل الى الحل الامثل حسب طريقة سمبلكس من الجدول الشامل التالي:

X1 ≥ 0 

X2 ≥ 0 

f(x) = 2X1 + X2 

3X1 - 2X2 ≤ 12 

   X1 - 5X2 ≤ 2 

-  X1 + 2X2 ≤ 4 

3X1 - 2X2 + X3 = 12 

  X1 - 5X2 + X4 = 2 

-X1 + 2X2 + X5 = 4 
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 المتغيرات الاساسية 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

12 0 0 1 2- 3 3X 

2 0 1 0 5- 1 1X 

4 1 0 0 2 1- 5X 

0 0 0 0 1 2 -f(x) 

6 0 -3 1 13 0 3X 

2 0 1 0 5- 1 1X 

6 1 1 0 3- 0 5X 

4- 0 2- 0 11 0 -f(x) 

13/6 0 13/3- 13/1 1 0 2X 

13/56 0 13/2- 13/5 0 1 1X 

13/96 1 13/4 13/3 0 0 5X 

13/118- 0 13/7 13/11- 0 0 -f(x) 

6 4/3 0 4/1 1 0 2X 

8 2/1 0 2/1 0 1 1X 

24 4/13 1 4/3 0 0 4X 

22- 4/7- 0 4/5- 0 0 -f(x) 

 

 :يكون الحل الامثل هو 

 

 

 

 

 

 X1 = 8  ,  X2 = 6  ,  X4 = 28       )متغيرات اساسية(     

  X3 = 0  ,  X5 = 0 )متغيرات غير اساسية(     

                                      f(x) =  22 
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  محلولة بطريقة السمبلكس الجبريةمسائل   5.7
Solved problems using algebraic simplex method 

 

 
𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1X ،2Xباستخدام طريقة السمبلكس اوجد قيم  .1 = 2𝑋1 + 𝑋2 :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 
 

 الحل بيانيا. اختبرثم 
 

 الحــل:

 

I.  3نحول القيود الى معادلات باضافة متغيرات غير سالبة هيX ،4X .فتصبح 

 

 
 

II. .نجد الحل المبدئي الاساسي الممكن وذلك بجعل المتغيرات المتممة متغيرات اساسية 

  
 

 

III. .نكتب المتغيرات الاساسية ودالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية 

 

 

3X1 + 2X2 ≤ 18 

  X1 +  X2 ≤ 8 

 وان 

 X1          ≥ 0 

           X2 ≥ 0 

3X1 + 2X2 + X3        =18 

   X1 +  X2  +    + X4 = 8       .......(1) 
.

.

.

. 

 

X1 = 0 

X2 = 0        متغيرات غير اساسية  
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X3 = 18 - 3X1 - 2X2 

X4 = 8  -    X1 - X2           ....................(2) 

 

f(x) = 2X1 + X2          ......................(3) 

 

 المبدئي هو:ويكون الحل 

 

 

 

 

IV. ( بمىا ان 3نختبر الحىل بىالرجوع الى معىادلىة دالىة الهىدف ،)1X،2X   ،موجبىة  هىذا

 الحل ليس امثلا.

V.  افضلنبحث عن حل اخر 

 1Xهو صاحب اكبر معامل موجب في دالة االهدف فيكون هو  المتغير الداخل:

 1X: هو الذي يصل الصفر اولا مع زيادة المتغير الخارج

 

      

 

 

 

 في الحل الجديد

 

 X1 = 0  ,  X2 = 0   متغيرات غير اساسية  

 X3 = 18  ,  X4 = 8    متغيرات اساسية       

                                f(x) = 0 

0 = 3X  1 =  6عندماX  

 2X = 0مازال                                     

0 = 4X  1 = 8 عندماX   

 

3X                 هو المتغير الخارج 

3X        ،2X           متغيرات غير اساسية 

1X          ،4X                متغيرات اساسية 
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 نعبر عن المتغيرات الاساسية ودالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية:

 

 

 

 

 

 

 الحل الجديد هو 

 

 

 
 

 نختبر الحل فنجده امثلا لان معاملات المتغيرات في دالة الهدف جميعها سالبة.

 اختبار الحل بيانيا:

X1 = 6 - 2/3X2 – 1/3X3 

X4 = 8 - (6-2/3X2 - 1/3X3) -X2        ..........................(4) 

     = 2 - 1/3X2 + 1/3X3 

 

f(x) = 2(6 - 2/3X - 1/3X3) + X2 

      = 12 - 1/3X2 - 1/3X3             .............................(5) 

 X3 = 0  ,  X2 = 0     متغيرات غير اساسية       

 X1 = 6  ,  X4 = 2           متغيرات اساسية       

             f(x) = 12 
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 هي اخر نقطة يلامسها. aبشكل مواز لنفسه تكون النقطة  fgبتحريك المستقيم الممثل لاتجاه الدالة 

 

 

 
 

 باستخدام طريقة السمبلكس حل السؤال الثالث من اسئلة الفصل الاول. .2

 الحــل:

 بعد تكوين النموذج الرياضي وهو:

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة  1X، 2Xايجاد قيم  = 10𝑋1 + 20𝑋2 :بشرط ان 

 

 

 

 

 a = (6 , 0) 

 تكون
X1 = 6 

X2 = 0 

f(x) = 12 

 

≤ 20 2+ X1 2X 

≤ 302 + 3X1 2X 

   وان

≥ 0          1X  

≥ 0     2 X           
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 3X ،4Xنحول القيود الهيكلية الى معادلات باضىىىىىىىىىىىىىافة متغيرات متممة غير سىىىىىىىىىىىىىالبة وهي  -

 فتصبح كمايلي:

 

 
 

 نجد الحل المبدئي وذلك بجعل المتغيرات المتممة متغيرات اساسية فتكون:  −

                                           
0

0

2

1

=

=

X

X      

 

                                    
214

213

3230

220

XXX

XXX

−−=

−−=     

 

                                     𝑓(𝑥) = 10𝑋1 + 20𝑋2 
 

 فيكون الحل المبدئي

 

 

 :لنبحث عن حل افضل( 3موجبه في دالة الهدف) 1X ،2Xنختبر الحل فنجده غير امثل لكون 

 لانه صاحب اكبر معامل موجب في دالة الهدف 2Xهو  المتغير الداخل :
 

 X 202 =عندما  X 3              0 =المتغير الخارج:         

= 0                4 X  102 =عندما X 

4                      X هو المتغير الخارج 

2X1 + X2 + X3       = 20 

                                       .......................(1)                                        

2X1 + 3X2 +     X4 = 30 

 

 

 متغيرات غير اساسية  

 متغيرات اساسية   

......................(2) 

......................(3) 

X1 = 0   ,  X2 = 0 

X3 = 20 ,  X4 = 30  

f(x) = 0 
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 في الحل الجديد:

1                       X  ،4 X   متغيرات غير اساسية 

2                         X  ،3X متغيرات اساسية 

 (2نكتب المتغيرات الاساسية ودالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية فمن )

 

 

 

 

 

 

 الحل الجديد هو:

 

 

 

 

 (5باختبار الحل نجد انه حل امثل لان المعاملات سالبة في دالة الهدف )

X2 = 10 – 2/3X1 - 1/3X4 

X3 = 20 - 2X1 - (10 - 2/3X1 - 1/3X4)         ..........................(4) 

     = 10 - 4/3X1 + 1/3X4 

 

f(x) = 10X1 + 20(10 - 2/3X1 - 1/3X4) 

       200 - 10/3 X1 - 20/3X4                .................................(5) 

 X4 = 0  ,   X1 = 0 )متغيرات غيراساسية (

 X3 = 10 ,  X2 = 10   )متغيرات اساسية(   

                             f(x) = 200 
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هي اخر نقطة يلامسىىىىىىىىىىىها في المضىىىىىىىىىىىلع  Cالذي يمثل دالة الهدف تكون النقطة  fgبتحريك المسىىىىىىىىىىىتقيم 

Oabc .وتكون نقطة النهاية العظمى 

C = (x1 = 0   ,  x2 = 10)  
 

 وتكون عندها

f(x) = 200                           
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 الثامنالفصل 

 (SIMPLEX)طريقة السمبلكس 
 

 القسم الثاني
 

السىىىابق طرق تطبيق طريقة السىىىمبلكس في مسىىىائل البرمجة الخطية ذات القيود الهيكلية درسىىىنا في الفصىىىل 

من نوع اقل من او تسىىىاوي، في هذا الفصىىىل سىىىندرس طرق اسىىىتخدام طريقة السىىىمبلكس لحل المسىىىائل التي 

 تحتوي على قيود هيكلية من النوع اكبر من او تسىىىاوي ومن النوع تسىىىاوي ومن النوع المزيج او الخليط من

 الانواع الثلاثة.

 

    حل مســـــــــائل البرمجة الخطية ذات القيود الهيكلية من النوع اكبر   1.8
 من او تساوي 

Solve linear programming problems with structural 

constraints of type greater than or equal to 
 

 للدالة :نفرض ان المطلوب هو ايجاد النهاية الصغرى) او الكبرى( 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

f(x) = C1X1 + C2X2 ..........................(1) 

 بشرط ان:
a11X1 + a12X2 ≥ b1 

a21X1 + a22X2 ≥ b2      ........................(2) 

a31X1 + a32X2  ≥ b3 

 وان

        X1      ≥ 0 

             X2  ≥ 0 
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 متسىىىىىىىىىىىىىىىىىاويىىىات وذلىىىك بطرح المتغيرات المتممىىىة غير السىىىىىىىىىىىىىىىىىالبىىىةفي هىىىذه الحىىىالىىىة نحول المتبىىىاينىىىات الى 

Complementary Variables 3X ،4X،5X  :فتصبح القيود على الصورة التالية 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 كمتغيرات غير اساسية اي تساوي الصفر فان:  1X ،2Xفاذا اخذنا 
 
 

 
 

 3X ،4X،5Xوهذا حل اسىىىاسىىىي مبدئي ولكنه غير مسىىىموح به، لانه يخالف القيود غير السىىىالبة، حيث قيم 

 سالبة ولذلك لا نختار حلا مبدئيا.

ويطلق عليها اسىىىىىىىىىم المتغيرات  6X،7X،8Xوللتغلب على ذلك نضىىىىىىىىىيف متغيرات اخرى غير سىىىىىىىىىالبة وهي 

، وهي متغيرات مساعده فقط ولاوجود لها في اصل المشكلة، فتصبح Industrial Variablesالصناعية 

 ( على الصورة التالية:3المعادلات)

 

 
 
 
 
 

 

a11X1 + a21X2 - X3  = b1 

a21X1 + a22X2 - X4  = b2    ...................(3) 

a31X1 + a32X2 - X5  = b3 

 

Xj  ≥ 0 

J = 1, 2,....,5 

X3 = -b1 

X4 = - b2 

X5 = - b3 

a11X1 + a12X2 - X3 + X6  = b1 

a21X1 + a22X2 - X4 + X7  = b2    ...................................(4) 

a31X1 + a32X2 - X5 + X8  = b3 
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 متغيرات غير اساسية اي تساوي الصفر فان: 1X  ،2X،3X،4X،5Xفاذا اخذنا 
 
 
 
 

 6X ،7X،8Xولكنه ليس هو الحل لمجموعة القيود الهيكلية الاصىىىلية، لان  ،وهذا حل اسىىىاسىىىي مسىىىموح به

 ( ومع هذا يعتبر بداية للحل باستخدام طريقة السمبلكس.2لا وجود لها في المجموعة )

وللوصىىول الى حل اسىىاسىىي ومسىىموح به وفي نفس الوقت يحقق القيود الاصىىلية، يجب ان تؤول المتغيرات 

 الصناعية الى صفر، لذلك سنفترض ان:

 

 

هي الصىىىفر.  Wوحيث ان كل من المتغيرات الصىىىناعية اكبر من الصىىىفر او تسىىىاويه فان اقل قيمة للدالة 

الى الصىىىفر فان كل من المتغيرات الصىىىناعية يجب ان يكون  Wويترتب على ذلك انه عندما تصىىىل قيمة 

 صفرا.

اقىىل مىىايمكن،  Wالتي تجعىىل قيمىىة الىىدالىىة  1X،2X،3X،4X،5Xويكون اول جزء من الحىىل هو ايجىىاد قيم 

 Wمتغيرات اسىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىية فان  6X،7X،8Xيسىىىىىىىىىمى هذا الجزء من الحل بالمرحلة الاولى. وحيث اننا اخترنا 

وذلك بجمع المعادلات  1X،2X،3X،4X،5Xيجب التعبير عنها بدلالة المتغيرات غير الاسىىىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىىىية وهي 

 ( فنحصل على:5( ثم التعويض في المعادلة )4رقم)

𝑋1∑𝑎𝑖1

3

𝑖=1

+ 𝑋2∑𝑎𝑖2

3

𝑖=1

− 𝑋3 − 𝑋4 − 𝑋5 +𝑊 =∑𝑏𝑖

3

𝑖=1

 

 ومنها:

𝑊 = 𝑑1𝑋1 + 𝑑2𝑋2 + 𝑋3 + 𝑋4 + 𝑋5 +𝑊𝑜. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6) 

                                          X6 = b1 

  X7 = b2             تكون  متغيرات اساسية 

                                           X8 = b3 

W = X6 + X7 + X8 .............................(5) 
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 حيث :

𝑑1 = −∑𝑎𝑖1

3

𝑖=1

 

 

𝑑2 = −∑𝑎12

3

𝑖=1

 

 

𝑊𝑜 =∑𝑏𝑖

3

𝑖=1

 
 

 وتكون المس لة:

 ( اقل مايمكن بشرط ان:6التي تجعل قيمة الدالة ) 1X،2X،3X،4X،5Xايجاد قيم 
 

𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 − 𝑓(𝑥) = 0 

𝑎11𝑋1 + 𝑎12𝑋2 − 𝑋3 + 𝑋6 = 𝑏1 

𝑎21𝑋1 + 𝑎22𝑋2 − 𝑋4 + 𝑋7 = 𝑏2 

𝑎31𝑋1 + 𝑎32𝑋2 − 𝑋5 + 𝑋8 = 𝑏3 
 jX  ≤ 0وان    

J = 1, 2,...,8 

 

 يكون جدول السمبلكس الاول كمايلي:
 

ib 8X 7X 6X 5X 4X 3X 2X 1X 
المتغيرات 
 الاساسية

1b 0 0 1 0 0 1- 12a 11a 6X 

2b 0 1 0 0 1- 0 22a 21a 7X 

3b 1 0 0 1- 0 0 32a 31a 8X 

0 0 0 0 0 0 0 2C 1C -f(x) 

-W 0 0 0 1 1 1 2d 1d -W 
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، فاذا كانت اقل قيمة لهذه الدالة اكبر Wثم نطبق طريقة السىىىىىىىمبلكس حتى نحصىىىىىىىل على اقل قيمة للدالة 

 من الصفر لا يكون هناك حل مسموح به وينتهي الحل.

اما اذا كانت اقل قيمة لهذه الدالة تسىىىاوي الصىىىفر يكون هناك حل، والجدول النهائي في هذه الحالة يعطي 

كمتغيرات اساسية، وتصبح عناصر الصف الاخير  6X،7X،8Xاحد الحلول المسموح بها، وعندئذ تختفي 

 1فقيمة كل منها = ،6X،7X،8Xجميعها اصىىىىىىىىىفارا ماعدا العناصىىىىىىىىىر التي تقع في الاعمدة التي رؤوسىىىىىىىىىها 

وتسىىىىىمى هذه المرحلة بالمرحلة الاولى، والجزء الثاني من الحل هو ان نحذف من الجدول النهائي السىىىىىابق 

ثم نطبق مرة اخرى   ،6X،7X،8Xوالاعمىىدة ذات الرؤوس  Wكىل من الصىىىىىىىىىىىىىىف الاخير الخىىاص بىالىدالىة 

لنا اليها في المرحلة السابقة اكبر )دالة الهدف( التي توص f(x)طريقة السمبلكس بحيث نجعل قيمة الدالة 

 او اقل مايمكن حسب المطلوب وتسمى هذه المرحلة بالمرحلة الثانية.

 : 1مثال

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  1X،2Xاوجد قيم  = 3𝑋1 + 𝑋2 :بشرط ان 

 

 

 
 

 
 الحــل:

 بطرح المتغيرات المتممة واضافة المتغيرات الصناعية نحصل على:

5023

4042

6421

5321

=+−+

=+−+

XXXX

XXXX 

                       5𝑋1 + 6𝑋2 − 𝑋3 − 𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6⏟    
𝑊

= 90 

        𝑊 = 90 − 5𝑋1 − 6𝑋2 + 𝑋3 + 𝑋4 

2X1 + 4X2  ≥ 40 

3X1 + 2X2  ≥ 50 

 وان

  X1         ≥ 0 

           X2  ≥ 0 

 بالجمع
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 Wالتي تصغر الدالة  1X،2X،3X،4Xتكون المشكلة الجديدة هي ايجاد قيم 

 بشرط ان:

2𝑋1 + 4𝑋2 − 𝑋3 + 𝑋5 = 40 

3𝑋1 + 2𝑋2 − 𝑋4 + 𝑋6 = 50 

𝑓(𝑥) = 3𝑋1 + 𝑋2 
 ويتم الحل جدوليا كمايلي:

 
 متغيرات اساسية 6X 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

40 0 1 0 1- 4 2 5X 

50 1 0 1- 0 2 3 6X 

0 0 0 0 0 1 3 -f(x) 

90- 0 0 1 1 6- 5- -W 

10 0 4/1 0 4/1- 1 2/1 2X 

30 1 2/1- 1- 2/1 0 2 X6 

10- 0 4/1- 0 4/1 0 2/5 -f(x) 

30- 0 2/3 1 2/1- 0 2- -W 

2/5 4/1- 8/3 4/1 8/3- 1 0 2X 

15 2/1 4/1- 2/1- 4/1 0 1 1X 

2/95- 4/5- 8/3 4/5 8/3- 0 0 -f(x) 

0 1 1 0 0 0 0 -W 

 
 Wتسىىىىىىاوي الصىىىىىىفر اي ان هناك حل للمشىىىىىىكلة نشىىىىىىطب الصىىىىىىف الاخير  Wان النهاية الصىىىىىىغرى للدالة 

  5X،6 Xوالعمودين 

 وبهذا تنتهي المرحلة الاولى.
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ويكون اخر جدول حصىىىىىلنا عليه هو الجدول الاول في الحل  ،المرحلة الثانية نعود الى المشىىىىىكلة الاصىىىىىلية

 ، وبهذا يكون الجدول الاولى للحل هو التالي:f(x)للحصول على النهاية الصغرى لدالة الهدف 

 

 متغيرات اساسية 4X 3X 2X 1X الثوابت

2/5 4/1 8/3- 1 0 X2 

15 2/1- 4/1 0 1 X1 

2/95- 4/5 8/3- 0 0 -f(x) 

25 2/1- 0 1 2/3 X2 

60 2- 1 0 4 X3 

25- 2/1 0 0 2/3 -f(x) 

 

هو المتغير الداخل، لانه صىىىىاحب اكبر معامل  3Xيكون  f(x)بتطبيق طريقة السىىىىمبلكس لتصىىىىغير الدالة 

هو المتغير الخارج، وباسىىىتخدام قواعد التحويل نصىىىل الى الحل الامثل  1Xسىىىالب في دالة الهدف، ويكون 

 وهو:

𝑋1 = 0 

𝑋2 = 25 

𝑓(𝑥) = 25 
 ملاحظة:

فاننا نتبع نفس الخطوات السابقة حتى  f(x)التي تعظم دالة الهدف  1X،2Xلوكان المطلوب هو ايجاد قيم 

هو المتغير  2Xهو المتغير الداخل و  4Xنحصل على المرحلة الاولى، ثم نطبق طريقة السمبلكس فيكون 

 الخارج ونكمل الحل.
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 :2مثال 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  1X،2X،3Xاوجد قيم  = 4𝑋1 + 8𝑋2 + 3𝑋3 :بشرط ان 

𝑋1 + 𝑋2 ≥ 2 

2𝑋2 + 𝑋3 ≥ 5 
 وان 

𝑋𝑗 ≥ 0 

𝑗 = 1,2,3. 
 

 الحــل:
 

 كمايلي: تصبح القيود الهيكلية 6X،7Xواضافة المتغيرات الصناعية  4X،5Xبطرح المتغيرات المتممة 
 

𝑋1 + 𝑋2 − 𝑋4 + 𝑋6 = 2 

2𝑋2 + 𝑋3 − 𝑋5 + 𝑋7 = 5 

𝑋𝑗 ≥ 0 

𝑗 = 1,2, . . . . ,7 
 
 دع

𝑊 = 𝑋6 + 𝑋7 
 

 بجمع المعادلتين نحصل على:
 

𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑋3 − 𝑋4 − 𝑋5 +𝑊 = 7 

 

𝑊 = 7 − 𝑋1 − 3𝑋2 − 𝑋3 + 𝑋4 + 𝑋5 
 

 بتطبيق طريقة السمبلكس نحصل على الجداول التالية:
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 7X 6X 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت
متغيرات 
 اساسية

2 0 1 0 1- 0 1 1 6X 

5 1 0 1- 0 1 2 0 7X 

0 0 0 0 0 3 8 4 -f(x) 

7- 0 0 1 1 1- 3- 1- -W 

2 0 1 0 1- 0 1 1 2X 

1 1 2- 1- 2 1 0 2- 7X 

16- 0 8- 0 8 3 0 4- -f(x) 

1- 0 3 1 2- 1- 0 2 -W 

2/5 2/1 0 2/1- 0 2/1 1 0 2X 

2/1 2/1 1- 2/1- 1 2/1 0 1- 4X 

20- 4- 0 4 0 1- 0 4 -f(x) 

0 1 1 0 0 0 0 0 -W 

 
تسىىىىىىىاوي الصىىىىىىىفر ننتقل الى المرحلة الثانية من الحل، فنحذف السىىىىىىىطر  Wبما ان النهاية الصىىىىىىىغرى للدالة 

ونكمل الحل انطلاقا من الجدول الاخير الذي وصىىىىىىىىىىىىىىلنا اليه، فنحصىىىىىىىىىىىىىىل على  6X ،7Xالاخير والاعمدة 

 الجداول التالية:

 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت
متغيرات 
 اساسية

2/5 2/1- 0 2/1 1 0 2X 

2/1 2/1- 1 2/1 0 1- 4X 

20- 4 0 1- 0 4 -f(x) 

2 0 1- 0 1 1 2X 
1 1- 2 1 0 2- 3X 

19- 3 2 0 0 2 -f(x) 

 
 الحل الامثل هو 

 
 
 

 X1 = X4 = X5 = 0 )متغيرات غير اساسية (

 X2 = 2  ,    X3 = 1   )متغيرات اساسية(    

f(x) = 19     
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ــة  حــل مســـــــــــائــل2.8    ــة من النوع البرمجــة الخطي ذات القيود الهيكلي
 تساوي=

Solving linear programming problems with structural constraints of type  =  
 

 نفرض ان المشكلة في الصورة العامة التالية:

𝑓(𝑥)التي تجعل قيمة الدالة  r....,X2,X1Xايجاد قيم  = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2+. . . +𝐶𝑛𝑋𝑛  اقل او اكبر

 مايمكن بشرط ان:

 
 
 
 
 
 
 
 

 المشكلة يوجد اسلوبان او اتجاهان:لحل هذه 
 

 الاتجاه الاول:

 ،m+n,...,Xn+2, Xn+1Xبما اننا لسىىىىنا بحاجة الى اي متغير متمم فاننا نبدأ باضىىىىافة المتغيرات الصىىىىناعية 

 ونكمل الحل بنفس الاسلوب المتبع في حالة كون القيود الهيكلية على صورة اكبر من او تساوي.
 

 الاتجاه الثاني:

متغيرات اسىىىىىىىىاسىىىىىىىىية بحيث تكىىىىىىىىىىىىىىىىىىىىىىون هذه  mلقيود الهيكلية بمجموعة مكافئة من المعادلات بها نسىىىىىىىىتبدل ا

 في احدى المعادلات وصفرا في باقي المعادلات فنحصل على مجموعة المعادلات التالية: 1المتغيرات 

a11 x1 + a12 x2 + ... + a1n xn = b1 

a21 x1 + a22 x2 + ... + A2n xn = b2 

.            .               . 

.            .               . 

.            .               . 

am1 x1 + am2 x2 + ... + amn xn = bm 
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، ثم نعبر عن دالة الهدف بدلالة المتغيرات Canonical Fromوتدعى هذه الصىىىىىىىورة بالصىىىىىىىورة القانونية 

 غير الاساسية ونطبق طريقة السمبلكس كالمعتاد.

 :3مثال 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  1X،2X،3X،4Xاوجد قيم  = 2𝑋1 + 3𝑋2 + 𝑋3 − 𝑋4 :بشرط ان 

 
 
 
 
 
 
 

 بالاسلوب الاول: الحــل

 5X ،6Xنضيف المتغيرات الصناعية 

𝑊نجعل  = 𝑋5 + 𝑋6 ثم نجمع القيود فنحصل على 

 2𝑋2 + 4𝑋3 − 4𝑋4 + 𝑋5 + 𝑋6⏟    
𝑊

= 14 

 ومنها 

𝑊 = 14 − 2𝑋2 − 4𝑋3 + 4𝑋4 

X1              + a1,m+1Xm+1 + ... + a1nXn    = b1 

    X2           + a2,m+1Xm+1 + ... + a2nXn   = b2 

 .                  .           .       ...     .          . 

     .                .           .       ...     .          . 

     Xm         + am,m+1Xm+1 + ... + amnXn = bm 

   X1 + X2 + 3X3 -X4 = 13 

- X1 + X2 + X3 - 3X4 = 1 

 وان

Xj ≥ 0  

(j =1,2,3,4) 
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 6X 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت
متغيرات 
 اساسية

13 0 1 1- 3 1 1 5X 

1 1 0 3- 1 1 1- 6X 

0 0 0 1- 1 3 2 -f(x) 

14- 0 0 4 4- 2- 0 -W 

10 3- 1 8 0 2- 4 5X 

1 1 0 3- 1 1 1- 3X 

1- 1- 0 2 0 2 3 -f(x) 

10- 4 0 8- 0 2 4- -W 

4/5 8/3- 8/1 1 0 4/1- 2/1 4X 

4/19 8/1- 8/3 0 1 4/1 2/1 3X 

2/7- 4/1- 4/1- 0 0 2/5 2 -f(x) 

0 1 1 0 0 0 0 -W 

 

تسىىىىاوي صىىىىفر يكون هناك حل ممكن للمسىىىى لة، لهذا نشىىىىطب او نحذف  Wبما ان النهاية الصىىىىغرى للدالة 

 ونكمل الحل حسب طريقة السمبلكس. 5X،6Xالسطر الاخير والاعمدة 

نجد ان جميع المعاملات المتبقية  f(x)، واذا ما نظرنا الى صىىىف الدالة f(x)المطلوب هو تصىىىغير الدالة 

بعد الحذف غير سىىىىىىىالبة وهذا يعني ان الجدول الاخير يعطي الحل الامثل ولاداعي للاسىىىىىىىتمرار في الحل. 

 ويكون الحل الامثل هو:

 

 

 

 X1 = 0  ,  X2 = 0   )متغيرات غير اساسية (

 X3 = 19/4  ,  X4 = 5/4      )متغيرات اساسية(    

f(x) = 7/2                  
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 الحل بالاسلوب الثاني

نعوض عن القيود بمجموعة مكافئة من المعادلات بها متغيرين اسىىاسىىيين، اي نسىىتبدل القيود بقيود قانونية 

 مكافئه، وللحصول على ذلك نجمع القيدين فنحصل على:
 

𝑋2 + 2𝑋3 − 2𝑋4 = 7 
 ونطرحهما فنحصل على:

𝑋1 + 𝑋3 + 𝑋4 = 6 
 

 القيدين الهيكلين تحولا الى الصورة القانونية:وبهذا فان 

 

 

 

 3X،4Xولتطبيق طريقة السمبلكس نكتب دالة الهدف بدلالة المتغيرات غير الاساسية 

X1 =6 - X3 - X4 

X2 = 7 - 2X3 -2X4 

 

 

 
 

 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  3X،4Xلة ايجاد قيم  وتصبح المس = 33 − 7𝑋3 + 3𝑋4 :بشرط ان 

 

 

                                              

X1        + X3 + X4 = 6 

     X2 + 2X3 + 2X4 = 7 

 1X،2Xبمتغيرات اساسية 

      

 فأن

f(x) = 2X1 + 3X2 - X3 - X4 

      = 2(6 - X3 - X4) + 3(7 - 2X3 - 2X4) - X3 - X4 

      = 33 - 7X3 + 3X4 

 

X1       + X3 + X4 = 6 

     X2 + 2X3 + 2X4 = 7 

X1, X2, X3, X4  ≥ 0                 وان  
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 4X 3X 2X 1X الثوابت

متغيرات 
 اساسية

6 1 1 0 1 1X 

7 2- 2 1 0 2X 

33- 3 7- 0 0 -f(x) 

2/5 2 0 2/1- 1 1X 

2/7 1- 1 2/1 0 3X 

2/17- 4- 0 2/7 0 -f(x) 

4/5 1 0 4/1- 2/1 4X 

4/19 0 1 4/1 2/1 3X 

2/7- 0 0 2/5 2 -f(x) 

 

 
 

 معاملات دالة الهدف في الصف الاخير غير سالبة وعليه يكون الحل امثلا، وهذا الحل هو:
 

 
 
 

 
 

يمكننا ان نعوض او نسىىتبدل القيود الهيكلية التي على صىىوره تسىىاوي كل قيد بقيدين متعاكسىىين ملحوظة:  

3𝑋1فمثلا القيد  ،احدهما اكبر والاخر اصغر + 2𝑋2 =  يصبح او يستبدل بقيدين هما: 18

 

 
 

 

ويتم الحل حسىىىىب طريقة حل المسىىىىائل ذات النوع المخطط التي سىىىىي تي شىىىىرحها في الجزء القادم، لكن هذا 

 الاسلوب يزيد من عدد القيود ويطيل بالتالي العمليات الحسابية.

 X1 = o  ,  X2 = 0   )متغيرات غير اساسية(

 X3 = 19/4  ,  X4 = 5/4         )متغيرات اساسية(

f(x) = 7/2 

3X1 + 2X2 ≤ 18 

و                      
3X1 + 2X2 ≥ 18 
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 البرمجة الخطية ذات القيود من النوع الخليطحل مسائل  3.8

Solving linear programming problems with constraints of 

a mixture type 
 

 

 ،في هذا الجزء سنعالج مسائل البرمجة الخطية التي تكون قيودها الهيكلية مزيج من المتباينات والمعادلات

  اكبر من او تسىىىىىاوي واصىىىىىغر من او تسىىىىىاوي  وتسىىىىىاوي  اي مزيج من الانواع الثلاثة التي درسىىىىىناها وهي: 

 ، =(، مع الافتراض بان الثوابت غير سالبة.≤، ≥)

في مثل هذه المسىىائل نحول القيود الى معادلات باسىىتخدام المتغيرات المتممة والصىىناعية حسىىب نوع القيد، 

 بلكس كالمعتاد.ثم نطبق قواعد طريقة السم
 

 :4مثال 
 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  1X،2Xاوجد قيم  = 2𝑋1 + 4𝑋2 :بشرط ان 
 
 
 
 

 

 وأن                                    

X1             ≥ 0   

         X2   ≥ 0     
 

 الحـل:
 

 معادلات باستخدام المتغيرات المتممة والصناعية فتصبح المشكلة:نحول القيود الى 

𝑓(𝑥)تصغير الدالة  = 2𝑋1 + 4𝑋2 :بشرط ان 

 

 

  X1 + X2  ≤ 8 

6X1 + 4X2 ≥ 12 

  X1 + 4X2 = 20 
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 تكون الجداول  المتعاقبة لحل المرحلة الاولى هي  كما يلي:

 6X 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

المتغيرات 
 الاساسية

8 0 0 0 1 1 1 3X 

12 0 1 1- 0 4 6 5X 

20 1 0 0 0 4 1 6X 

0 0 0 0 0 4 2 -f(x) 

32- 0 0 1 0 8- 7- -W 

5 0 4/1- 4/1 1 0 2/1- 3X 

3 0 4/1 4/1- 0 1 2/3 2X 

8 1 1- 1 0 0 5- 6X 

12- 0 1- 1 0 0 4- -f(x) 

8- 0 2 1- 0 0 5 -W 

3 4/1- 0 0 1 0 4/3 3X 

5 4/1 0 0 0 1 4/1 2X 

8 1 1- 1 0 0 5- 4X 

20- 1- 0 0 0 0 1 -f(x) 

0 1 1 0 0 0 0 -W 

  X1 + X2 + X3                                = 8 

6X1 + 4X2        - X4 + X5            = 12 

  X1 + 4X2 = 20 

  X1 + 4X2 +                        X6 = 20          

 وأن
 

         Xj    ≥ 0 

               J = 1, 2,...,6 

      W6+X5X=     دع

     4X + 28X - 17X - 32 = W 
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تسىىىاوي الصىىىفر ينتهي حل المرحلة الاولى، ويكون هناك حل امثل لهذه  Wبما ان النهاية الصىىىغرى للدالة 

المشىىىىىىىىىىكلة، ننتقل الى حل المرحلة الثانية للوصىىىىىىىىىىول الى الحل الامثل، ويكون الجدول الاخير في المرحلة  

 الاولى هو الجدول الاول في المرحلة الثانية وهو:

 
 متغيرات اساسية 4X 3X 2X 1X الثوابت

3 0 1 0 4/3 3X 

5 0 0 1 4/1 2X 

8 1 0 0 5- 4X 

20- 0 0 0 1 -f(x) 

 المعاملات في دالة الهدف بالصف الاخير غير سالبة وبناء عليه فان هذا الحل هو الحل الامثل وهو:
 
 

 

 
 ملحوظة:

هو المتغير الداخل وعموده  1Xلو كانت المشىىىكلة تعظيم دالة الهدف فاننا نطبق قواعد السىىىمبلكس، فيكون 

هو المتغير الخارج وصىىىفه هو الصىىىف المحوري، ومن الجدول الاخير نحصىىىل  3Xهو العمود المحوري، و

 على الجدول التالي:
 

 متغيرات اساسية 4X 3X 2X 1X الثوابت

4 0 3/4 0 1 
1X 

4 0 3/1- 1 0 
2X 

24- 0 3/20 0 0 
4X 

24- 0 3/4- 0 0 -f(x) 

X1 = 0       ,     X2 = 5 

f(x) = 20 
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 جميع معادلات دالة الهدف في الصف الاخير غير موجبة وبهذا يكون هذا الحل هو الحل الامثل وهو:

 
 
 

 

 

 :5مثال 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة  1X،2X ،3Xاوجد قيم  = 𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑋3 :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 الحــل:

باسىىىىىىىتخدام المتغيرات المتممة والصىىىىىىىناعية نحول القيود الى معادلات، وتصىىىىىىىبح المشىىىىىىىكلة تصىىىىىىىغير الدالة      

𝑓(𝑥) = 𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑋3   :بشرط ان 
 

 

 

 

 

 

 

 

X1 =4        ,     X2 =4  

f(x) = 24 

-X1 -X2 + 2X3   ≤ 5 

2X1 – X 2 + X3  ≤ 6 

-X1 - 3X2 + 5X3 ≥ 20 

 وان

Xj ≥ 0                               
J = 1,2,3                            

 

 

-X1 - X2 + 2X3 + X4                       = 5 

2X1 - X2 + X3         + X5                = 6 

-X1 - 3X2 + 5X3             - X6 + X7  = 20 

                               وأن

 Xj ≥ 0 

j = 1, 2,...,7 

 دع

W = X7 

 W = 20 + X1 + 3X2 - 5X3 + X6 
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 :يلي هي كما Wوتصبح الجداول المتلاحقة لايجاد حل المرحلة الاولى اي لايجاد النهاية الصغرى للدالة 

 7X 6X 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت

متغيرات 

 اساسية

5 0 0 0 1 2 1- 1- 4X 

6 0 0 1 0 1 1- 2 5X 

20 1 1- 0 0 5 3- 1- 7X 

0 0 0 0 0 1- 3 1 -f(x) 

20- 0 1 0 0 5- 3 1 -W 

2/5 0 0 0 2/1 1 2/1- 2/1- 3X 

2/7 0 0 1 2/1- 0 2/1- 2/5 5X 

2/15 1 1- 0 2/5- 0 2/1- 2/3 7X 

2/5 0 0 0 2/1 0 2/5 2/1 -f(x) 

2/15- 0 1 0 2/5 0 2/11 2/3- -W 

5/16 0 0 5/1 5/2 1 5/3- 0 3X 

5/7 0 0 5/2 5/1- 0 5/1- 1 1X 

5/27 1 1- 5/3- 5/11- 0 5/1- 0 7X 

5/9 0 0 5/1- 5/3 0 5/13 0 -f(x) 

5/27 0 1 5/3 5/11 0 5/26 0 -W 

 

في نهايتها  Wوهذا يعني ان الدالة  ،في الصىىىىىىىىف الاخير غير سىىىىىىىىالبة Wنرى بان جميع معاملات الدالة 

اي اكبر من الصفر فهذا يعني انه لايوجد  5/27هي  Wالصغرى، ولكن وبما ان النهاية الصغرى للدالة 

 حل امثل للمشكلة وينتهى الحل.
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 طريقة السمبلكس على مسائل 4.8  
 

 حل المس لة التالية بطريقة السمبلكس: .1

ومعطيات الانتاج موجودة في الجدول  A،Bينتج احد مصىىىىىانع لعب الاطفال نوعين من اللعب هما 

 التالي:

 

 B A الوقت المتاح

 المنتج

                       

 المرحلة

 التصميم 10 5 80

 الدهان 6 6 66

 الانجاز 5 6 90

 ربح الوحدة 1.2 1.0 

 

 فكم يجب ان ينتج من كل نوع ليحقق اكبر ربح ممكن؟

 

 باستخدام طريقة السمبلكسحل تمارين الفصل الاول جميعها  .2

 

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة    1X ،2Xاوجد قيم  .3 = 2𝑋1 + 𝑋2  :بشرط ان 
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𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1X ،2Xاوجد قيم  .4 = 2𝑋1 + 𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1X ،2Xاوجد قيم  .5 = 4𝑋1 − 2𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

X1 + 2X2   ≤ 10 

X1 + X2    ≤ 6 

X1 - X2     ≤ 2 

 وان

X1          ≥ 0 

      X2    ≥ 0 

 

3X1 + 2X2   ≤ 18 

  X1 + X2    ≤ 8 

 وان

  X1          ≥ 0 

        X2    ≥ 0 

 

-2X1 + 2X2   ≥ -12 

X1 - 4X2     ≤    2 

X1 - 2X2     ≥  -4 

 وان

X1          ≥ 0 

      X2    ≥ 0 
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𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1X ،2Xاوجد قيم  .6 = 3𝑋1 + 5𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)التي تعظم الدالة   1X،2X،3X،4Xاوجد قيم  .7 = 2𝑋1 − 𝑋2 + 𝑋4  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

321التي تصغر الدالة  1X،2X،3Xاوجد قيم  .8 384)( XXXxf  بشرط ان: =++

 

 

 

 

 

 

 

X1              ≥ 3 

        X2     ≤ 4 

X1 + X2     ≤ 5 

 وان

X1          ≥ 0 

      X2    ≥ 0 

 

X1 + X2 + X3 + X4 ≤ 8 

      2X2 - X3          ≤ 4 

2X1 - X2      - X4   ≤ 2 

 وان

Xj  ≥ 0 

          j =1,2,3 

X1 + X2            ≥ 2 

      2X2 + X3     ≥ 5 

 وان

Xj ≥ 0 

          j = 1,2,3 
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𝑓(𝑥)  التي تصغر الدالة 1X،2Xاوجد قيم  .9 = 𝑋1 + 𝑋2  :بشرط ان 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)  التي تصغر الدالة X1،X2اوجد قيم  .10 = 4𝑋1 + 6𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)  التي تعظم الدالة X1،X2اوجد قيم  .11 = 6𝑋1 + 4𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X1 + X2 + X3 + X4  ≥ 10 

       2X2 - X3 - X4   ≥ 2 

        X2 - 2X3 + 2X4 ≥ 6 

 وان

Xj ≥ 0 

     j = 1,2,3,4 

 

  X1 + 2X2    = 8  

2X1 + X2    = 10 

  X1              = 4 

    وان

X1              ≥ 0 

      X2       ≥ 0 

2X1 + 3X2    ≥ 60 

4X1 + X2      ≥ 40 

 وان

X1              ≥ 0 

      X2       ≥ 0 
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)(6542حل المس لة التالية لتعظيم الدالة  .12 XXXxf  بشرط ان: =−−+

 

 

 

 

 

 

 حول:                                         .13

 

X1 + X2 - 2X3 +  X4 = 2 

X1 - 2X2 - X3 + 2X4 = 3 

X1                 + 3X4 = 9   

 

 1X،2X،3Xالى الصيغة القانونية بدلالة             

 
 

     ثم حل المسىى لة التالية بطريقة السىىمبلكس لتصىىغير  1X،2Xحول الى الصىىيغة القانونية بدلالة  .14

𝑓(𝑥)الدالة  = 𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 :بشرط ان 

 

 

 

 

 

       - X2 + 2X3 + X4              = 5  

X1 + 2X2 - 2X3       +X5        = 4 

-X1 + X2                        +X6 = 6 

X1                                         = 4 

 وان

X1 ≥ 0 

      j = 1, 2,...,6 

2X1 - X2 + X3 = 2 

4X1 + X2 + X3 = 6                       

 وان

Xj  ≥ 0 

      j = 1,2,3 
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 التالية: 18-15التي تصغر دوال الهدف في التمارين  j X ≤0اوجد 

 

15.  

      𝑓(𝑥) = 2𝑋1 − 3𝑋2 + 6𝑋3 + 𝑋4 − 2𝑋5  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

16.  

      𝑓(𝑥) = 𝑋1 − 𝑋2 + 3𝑋3 + 2𝑋4 + 𝑋5  :بشرط ان 

 

 

 

17.                         

𝑓(𝑥) = −2𝑋1 − 𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

18.  

      𝑓(𝑥) = −2𝑋1 − 5𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

2X1 - 3X2 + X3 + 3X4 - X5 = 3 

   X1 + X2 - 2X3 + 9X4       = 4 

3X1 + X2 + 2X3 + X4 + X       = 2 

2X1  -  X2 +   X3 + X4 + 4X5 = 3 

X1 + X2 + X3       = 2 

X1 - 3X2       + X4 = 3 

 

X1 +       X3                = 4 

X1 + 2X2       +X4          = 8 

         X2+           + X5 = 3 
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𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة   1X،2Xاوجد قيم  .19 = −2𝑋1 − 𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة   1X،2Xاوجد قيم  .20 = −2𝑋1 − 𝑋2  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥)التي تصغر الدالة   1X،2X ،3Xاوجد قيم  .21 = 𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑋3  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X1 + X2       ≤ 2 

X1 + 3X2     ≥ 3        

 وان

X1            ≥ 0 

       X2     ≥ 0 

X1 + X2       ≥ 2 

X1 + X2       ≤ 4        

 وان

X1            ≥ 0 

       X2     ≥ 0 

-X1 - X2    + 2X3      ≤ 5 

2X1 - X2    + X3         ≤ 6 

 -X1 - 3X2 + 5X3     ≥ 20       

 وان

       Xj ≥ 0 

          j = 1,2,3 
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𝑓(𝑥)  التي تعظم الدالة 1X،2X ،3Xاوجد قيم  .22 = 𝑋1 − 𝑋2 + 2𝑋3  :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-2X1 + 5X2 - X3      ≥ 10 

-X1 + X2 + 2X3         ≤ 5 

 2X1 - X2 +  X3         ≥4       

 وان

       Xj ≥ 0 

        j = 1,2,3 
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 التاسعالفصل 

 المشكلة البديلة
Dual Problem 

 

 لن خذ مشكلة الغذاء التالية:

وكىىانىىت     A،Bيحتوي على نوعين من الفيتىىامينىىات وهمىىا   F ،2 F  1اذا كىىان كىىل من المواد الغىىذائيىىة 

تحتوي   2F، والوحىىدة الواحىىدة من Bوحىىدات من  3و Aتحتوي على وحىىدتين من  1Fالوحىىدة الواحىىدة من 

من  50و Aمن  40، وكىىان الحىىد الادنى المتطلىىب يوميىىا هو  Bو وحىىدتين من  Aوحىىدات من  4على 

B 13، وكانت تكلفة الوحدة الواحدة من المادة =  F   2ومن المادةF 2.5 = 

    1Xب  1Fاذا رمزنا الى الكمية الواجب شراؤها من المادة 

 X  2بى 2Fاذا رمزنا الى الكمية الواجب شراؤها من المادة 

 يمكننا ان نمثل البيانات اعلاه في الجدول التالي:

 

 الفيتامين ذائيةالمادة الغ المتطلبات اليومية
2F 1F 

40 4 2 A 

50 2 3 B 

 تكلفة الوحدة الغذائية 3 2.5 

 

 ويكون النموذج الرياضي لهذه المشكلة هو:

التي تجعىىىىل دالىىىىة الهىىىىدف )التكلفىىىىة( اقىىىىل مىىىىايمكن اي التي تصىىىىىىىىىىىىىىغر دالىىىىة الهىىىىدف   1X،2Xتحىىىىديىىىىد قيم 

𝑓(𝑥) = 3𝑋1 + 2.5𝑋2 :بشرط ان 
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 ندعو هذه المشكلة بالمشكلة الاولية.

 

تباع في احد محلات المواد الغذائية، وان البائع يدرك ان لهذه المواد قيمة   1F   ،2Fدعنا نعتبر ان المواد 

، مشىىىىىكلة البائع هي تحديد سىىىىىعر البيع لهذه الفيتامينات، ولنفرض انه A،Bنظراً لاحتوائها على فيتامينات 

1Y   للوحدة من, A2 Y  للوحدة منB وان سىىعر البائع لكل من ،A،B  يجب ان يحدد بحيث يكون سىىعر

يسىىىىاوي او يقل عن سىىىىعر السىىىىوق، والا سىىىىيخسىىىىر البائع الكثير من زبائنه، اي يجب ان  1F،2Fمواد من ال

وفي نفس الوقت يسىىىعى البائع الى  1F،2Fلكل من  2.5،  3سىىىعرا يقل عن او يسىىىاوي  A،Bيحقق سىىىعر 

تىىعىىظىىيىىم عىىىىىىىائىىىىىىىداتىىىىىىىه )اي جىىعىىلىىهىىىىىىىا اكىىبىىر مىىىىىىىايىىمىىكىىن(، وبىىهىىىىىىىذا تىىكىىون دالىىىىىىىة الىىهىىىىىىىدف لىىىىىىىديىىىىىىىه تىىعىىظىىيىىم 

𝜙(𝑦) = 40𝑦1 + 50𝑦2  
 

التي تعظم الدالة  1y،2yويكون النموذج الرياضىىىي لمشىىىكلته هو تحديد قيم 
21 5040)( yyy += 

 بشرط ان:

 
 
 
 
 
 

 

2X1 + 4X2  ≥  40 

3X1 + 2X2  ≥ 50 

 وان

X1          ≥ 0 

         X2 ≥ 0 

 

2y1 +3 y2 ≤ 3 

4y1 + 2y2 ≤ 2.5 

 وان

y1         ≥ 0 

        y2 ≥ 0 
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للمشىىكلة الاولية او المشىىكلة الاصىىلية. لاحظ انه اذا اعتبرنا المشىىكلة  بالمشكلة البديلةتدعى هذه المشىىكلة 

 الثانية مشكلة اولية تكون المشكلة الاولى هي المشكلة البديلة لها.

 لاحظ ايضا ان المشكلة البديلة للمشكلة هي المشكلة الاولية او الاصلية.
 

 :1مثال 
 اكتب المشكلة البديلة للمشكلة التالية:

𝑓(𝑥)لتعظيم  = 3𝑋1 + 5𝑋2 :بشرط ان 

 
 
 
 
 
 

 
 

 ننظم المشكلة في الجدول التالي:
 

Min  X2 X1  

4  0 1 1y 

6  1 0 1y 

18  2 3 3Y 

  5 3 Max 

 

 تكون المشكلة البديلة كمايلي:

𝜙(𝑦)لتصغير  = 4𝑦1 + 6𝑦2 + 18𝑦3  :بشرط ان 

 X1           ≤ 4 

          X2   ≤ 6 

3X1 + 2X2 ≤ 18 

 وان

 X1         ≥ 0 

         X2 ≥ 0 
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 :2مثال 

 اذا كانت المشكلة الاولية هي : 

𝑓(𝑥)تصغير  = 4𝑋1 + 8𝑋2 + 3𝑋3 :بشرط ان 

 
 
 
 
 
 

 الحــل:

 تكون المشكلة البديلة هي :

𝜙(𝑦)تعظيم  = 2𝑦1 + 5𝑦2  :بشرط ان 

 
 
 
 
 

 :3مثال 

 المشكلة البديلة للمشكلة لتالية :اكتب 

y1        + 3y3 ≥ 3 

       y2 + 2y3 ≥ 5 

 وان

y1            ≥ 0 

      y2      ≥ 0 

0≥ 3y            

 

X1 +  X2          ≥ 2 

       2X2 + X3  ≥ 5 

 وان

X1 ≥ 0  , X2 ≥ 0  , X 3≥ 0 

y1                   ≤ 4 

y1 + 2y2          ≤ 8 

         y2          ≤ 3 

 وان
y1 ≥ 0  ,   y2 ≥ 0   
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𝑓(𝑥)لتعظيم  = 3𝑋1 + 5𝑋2:بشرط ان 
 
 
 
 
 
 
 

 الحــل:

 يمكن ان نحل محلها متباينتان وهما: X=aبما ان معادلة مثل 

 

 

 

ولما كان لايجاد المشىىىىىىكلة البديلة يجب ان تكون جميع القيود من نوع واحد تصىىىىىىبح المشىىىىىىكلة الاولية على 

𝑓(𝑥)الصورة التالية لتعظيم  = 3𝑋1 + 5𝑋2 :بشرط ان 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

  X1                   = 4 

            X2         = 6 

3X1 + 2X2         = 18 

 وان

X1 ≥ 0   ,  X2 ≥ 0 

 

 X ≤  a    ,   X ≥ a 

 أو
-X ≤ -a   ,   X ≤ a  

   X1                  ≤ 4 

- X1                  ≤ -4 

            X2         ≤ 6 

           -X2        ≤ -6 

 3X1 + 2X2        ≤ 18 

-3X1 -  2X2       ≤ -18 

 وان

X1 ≥ 0   ,  X2 ≥ 0 
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𝜙(𝑦)وتصىىىبح المشىىىكلة البديلة تصىىىغير  = 4𝑦1 − 4𝑦2 + 6𝑦3 − 6𝑦4 + 18𝑦5 − 18𝑦6  بشىىىرط
 ان:
 
 
 
 
 

 

 

 يمكننا ان ننقص من عدد المتغيرات اذا افترضنا ان:

 

 

 

ليس من الضىىىىىىىىىىىىروري ان تكون غير سىىىىىىىىىىىىالبة، وتصىىىىىىىىىىىىبح المشىىىىىىىىىىىىكلة البديلة لتصىىىىىىىىىىىىغير  1Z،2Z،3Zبحيث 

𝜙(𝑍) = 4𝑍1 + 6𝑍2 + 18𝑍3 :بشرط ان 

 

 

 

 

 ملاحظات:

 لايجاد المشكلة البديلة يجب مراعاة مايلي:

 ≥او  ≤يجب ان تكون جميع القيود الهيكلية في المشكلة الاصلية من نفس النوع اما  .1

y1 - y2             +3y5 - 3y6  ≥ 3 

             y3 - y4 + 2y5 - 2y6 ≥ 5 

 وان

yi ≥ 0     (i = 1, 2,...,6) 

2y - 1y = 1Z 

4y - 3y = 2Z 

6y - 5y = 3Z 

 

Z1       + 3Z3 ≥ 3 

     Z2  + 2Z3 ≥ 5 

 وان

 Z3, Z2, Z1 غير مقيدة باشارة 
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اما  ،≤اذا كانت المشىىكلة الاصىىلية تعظيم يجب ان تكون جميع القيود الهيكلية اقل من او تسىىاوي  .2

 ≥اذا كانت تصغير فيجب ان تكون جميع القيود اكبر من او تساوي 

 ملاحظات اخرى:

 ي المشكلة البديلة هي الثوابت في المشكلة الاصليةمعاملات دالة الهدف ف .1

 الثوابت في المشكلة البديلة هي معاملات دالة الهدف في المشكلة الاصلية .2

 القيمة المثلى لدالة الهدف في المشكلتين الاصلية والبديلة متساوية .3

الاخير  ان قيم متغيرات دالة الهدف الاصىىىىىىىىىلية هي نفسىىىىىىىىىها معاملات المتغيرات المتممة في الحل .4

 للمشكلة البديلة.

 

 :4مثال 

𝑓(𝑋)حل المشكلة البديلة للمشكلة الاتية لتصغير  = 30𝑋1 + 20𝑋2 :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 1X،2Xمن حل المشكلة البديلة اوجد قيم 

 الحــل:

القيود من النوع اكبر من او تسىىىىىىىىىىىىاوي، وبهذا نحول القيود بما ان المشىىىىىىىىىىىىكلة تصىىىىىىىىىىىىغير اذا يجب ان تكون 

 الهيكلية من النوع اقل من او تساوي والنوع تساوي الى النوع اكبر من او تساوي.

  X1 +  X2 ≤ 8 

5X1 + 8X2 = 20 

 وان

X1 ≥ 0   ,   X2 ≥ 0 
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821القيد الاول يصبح                        −−− XX 

 القيد الثاني نعوضه بمتباينتين فيصبح   

                                   
2085

2085

21

21

−−−

+

XX

XX  

 

𝑓(𝑥)وتصبح المشكلة لتصغير  = 30𝑋1 + 20𝑋2 :بشرط ان 

 

 

 

 

 

 

 
𝜙(𝑦)وتكون المشكلة البديلة هي لتعظيم  = −8𝑦1 + 20𝑦2 − 20𝑦3 :بشرط ان 

 
 
 
 
 
 
 

 نحل هذه المشكلة بطريقة السمبلكس الجدولية:

للقيدين على التوالي  4y،5yنحول القيود الى معادلات وذلك باضىىىىىىىىىىىىىىافة المتغيرات المتممة غير السىىىىىىىىىىىىىىالبة 

 فتصبح:

 
 

-X1      - X2 ≥ -8 

5X1 + 8X2 ≥ 20 

-5X1 - 8X2 ≥ -20 

 وان

X1 , X2 ≥ 0 

-y1 + 5y2 - 5y3  ≤ 30 

-y1 + 8y2 - 8y3  ≤ 20 

    وان

yi  ≥ 0 

        i = 1,2,3 

-y1 + 5y2 - 5y3 + y4 = 30 

-y1 + 8y2 - 8y3 + y5 = 20 
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 5X 4X 3X 2X 1X الثوابت
متغيرات 
 اساسية

20 0 1 5- 5 1- 4X 

20 1 0 8- 8 1- 5X 

0 0 0 20- 20 8- -(y) 

2/35 8/5- 1 0 0 8/3- 4X 

2/5 8/1- 0 1- 1 8/1- 2X 

50- 2/5- 0 0 0 2/11- -(y) 

 

بما ان المطلوب هو تعظيم الدالة ومعاملات دالة الهدف في الصىىىىىىىىىىىىىىف الاخير جميعها غير موجبة يكون 

 هذا هو الحل الامثل وفيه :

  

 

 المتغيرات المتممة في دالة الهدف بالسطر الاخير،وهي مساوية لمعاملات  1X،2Xمن هذا الحل نجد قيم 

𝑓(𝑥)اي ان  = 50, 𝑋2 = 5/2,𝑋1 =  حيث دالة الهدف متساوية في المشكلتين. 0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= 0 1 = 5/2      ,    Y2 Y 

= 03 (y) = 50    ,   X  
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العاشرالفصل   

 مشكلة النقل
               Transportation Problem 

 

 

 مقدمة

هذه المشىىىىىاكل  من البرمجة الخطية، ولكن توجد بعضتعتبر طريقة السىىىىىمبلكس طريقة عامة لحل مشىىىىىاكل 

التي يمكن حلها بطرق ابسىىىىىىىىط من طريقة السىىىىىىىىمبلكس، وذلك راجع لخصىىىىىىىىائص هذه المشىىىىىىىىاكل، ومن هذه 

 المشاكل التي يمكن حلها بغير طريقة السمبلكس مشكلة النقل.

والذين ينتجون  m,...,a2,a1aتتلخص مشىىىىىىىىىىىىىىكلة النقل في وجود عدة مراكز للانتاج سىىىىىىىىىىىىىىنرمز لها بالرموز

والتي  n,...,b2,b1bوكذلك يوجد عدة نقط للاسىىىىىىىىىىىىتهلاك سىىىىىىىىىىىىنرمز لها بالرموز  ، m,...,A2,A1Aالكميات 

، وسىىىىىىىىىىىىىىوف نفترض ان مجموع الكميىىات المتىىاحىىة يسىىىىىىىىىىىىىىىىاوي الكميىىات n,...,B2,B1Bتحتىىاج الى الكميىىات 

تكون تكلفة نقل الكميات  المطلوبة، والمطلوب اسىىىىتيفاء حاجة مراكز الاسىىىىتهلاك من مراكز الانتاج، بحيث

من مراكز الانتاج الى مراكز الاستهلاك اقل مايمكن، وذلك لان تكلفة نقل الوحدة من اي مركز انتاج الى 

اي مركز استهلاك مختلفة عن بعضها البعض، والمطلوب هنا هو جعل تكلفة النقل اقل مايمكن ولا يؤخذ 

 شكلة النقل حسب معيار التكلفة.الوقت في الاعتبار، ولذلك تسمى في هذه الحالة م

وتعطى مشىكلة النقل  ،ijXبالرمز  jالى مراكز الاسىتهلاك  iسىوف نرمز للكمية المنقولة من مراكز الانتاج 

في صىىىىىىورة جدول يشىىىىىىمل تكلفة نقل الوحدة من السىىىىىىلعة من مراكز الانتاج الى مراكز الاسىىىىىىتهلاك، وعمود 

وصىىىف اضىىىافيين يبينان الكميات المتاحة في مراكز الانتاج والكميات المطلوبة لمراكز الاسىىىتهلاك كما في 

 المثال التالي:
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 الكميات المتاحة
nb ... 3b 2b 1b 

 م.س
 م.ا

1A 1nC ... 13C 12C 11C 1a 

2A 2nC ... 23C 22C 21C 2a 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

... 

. 

. 

. 

 

. 

. 

 

. 

. 

 

. 

. 
mA mnC ... m3C m2C m1C ma 

 nB ... 3B 2B 1B الكميات المطلوبة 

 

 ويمكن صياغة مشكلة النقل رياضيا كالاتي:

التي تجعل قيمة الدالة  ijXتحديد قيم 
=

n

j

ijij XC
1


=

=
m

i

xf
1

 اقل مايمكن بشرط ان: )(

 mi ,...,2,1=i

n

j

ij AX =
=1

 

 

 nj ,...,2,1=
=

=
m

i

jij BX
1

 

 

 = ji BA 

 

تسىىىمى خطة الشىىىحن )النقل(، وتكون خطة الشىىىحن اسىىىاسىىىية اذا كان عدد المتغيرات التي  ijXمجموع القيم 

، وبقية الشىىىىىحنات بها تسىىىىىاوي الصىىىىىفر، وتكون خطة الشىىىىىحن 1-(m+n)تختلف عن الصىىىىىفر بها لايتعدى 

 مثلى اذا كانت تكلفة النقل اقل ما يمكن.

لخلايا الاسىىاسىىية، والخلايا الاخرى سىىوف نسىىمى خلايا جدول النقل التي بها الشىىحنة تختلف عن الصىىفر با

 التي فيها الشحنة = صفر بالخلايا غير الاساسية.
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 كيفية ايجاد حل لمشكلة النقل1.10  

How to find a solution to the transportation problem 

 
 نوجد حل اساسي للمشكلة .1

 نحسن الحل )نعدل الحل( الاساسي حتى نصل الى الحل الامثل .2

 

 ايجاد حل اساسيكيفية 

 الركن الشمالي الغربييمكن الوصول الى حل اساسي بعدة طرق، ابسطها طريقة 

North West-Corner Method 

 

 وسوف نوضح هذه الطريقة بمثال:
 

الى  iاعتبر مشىىىىىىىىىىكلة النقل الممثلة بالجدول التالي حيث تكلفة شىىىىىىىىىىحن الوحدة من مركز الانتاج :  1مثال 

 هي المعطاة في الجدول داخل الاقواس. jمركز الاستهلاك 

 
الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

48 9 
 

6 5 8 10 
1a 

30 5 
 

6 8 7 6 
2a 

27 7 
 

8 10 7 8 
3a 

20 8 
 

6 4 5 7 
4a 

125 
          

125 
26 12 42 27 18 

الكميات 
 المطلوبة

 
 والمطلوب ايجاد حل اساسي باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي.
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من مركز  1bنبدأ بالتوزيع من الركن الشمالي الغربي اي اعلى ركن من الشمال، فنعطي مركز الاستهلاك 

 2bثم ننتقل الى  2aمن  1bلايكفي اكملنا الكمية المطلوبة لى 1aحتى يكتفي واذا كان المتاح في  1aالانتاج 

مايعطيه  2aاذا لم يكن لدى  3aالى  او 2aاذا كان مازال لديه فائض او ننتقل الى  1aفنعطيه مايحتاج من 

 وهكذا، حتى  ينتهي المطلوب وينتهي المعروض في مثالنا:

 

الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
           

 م.ا

48 
9 
 

6 5 
 3 

8 
         27 

10 
          18 1a 

30 
5 
 

6 8 
         30 

7 6 
2a 

27 
7 

           6 
8 

           12 
10 

           9 
7 8 

3a 

20 
8 

           20 
6 4 5 7 

4a 

125 
          

125 
26 12 42 27 18 

الكميات 
 المطلوبة

 
 في هذا الحل تكون تكلفة النقل =

(18 × 10) + (27 × 8) + (3 × 5) + (30 × 8) + (9 × 10) + (12 × 8) +

6 × 7) + (20 × 8) = 1039 ( 

تحسين حتى نصل الى الحل الامثل لاننا لم ناخذ في الاعتبار ويلاحظ ان هذا الحل الاساسي يحتاج الى 

 تكاليف الشحن عند الحصول على هذا الحل.
 

 الحصول على حل امثل:
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يمكن الحصول على حل امثل  ،الخطوة الثانية هي تحسين الحل الاساسي حتى نحصل على الحل الامثل

  Distributive Method or Luria Method طريقة لوريااو الطريقة التوزيعية باتباع 

 سنناقش الان الطريقة التوزيعية ولذلك سوف نعرف الدورة: 

 الـدورة:

يقصـد بها مجموع الخلايا التي يضـمها خط منكسـر مقفل يعمل في كل خلية زاوية قائمة والمفروض ان 

 يكون العدد زوجي.

 في خلاياها.  –+ واشارة   سوف نحدد الدورة المعدلة بانها الدورة بعد وضع اشارة
 

 ثمن الدورة:

 عبارة عن المجموع الجبري لتكلفة النقل للوحدة الواحدة في جميع الخلايا التي تضمها الدورة.

ولتحسىىين الخطة سىىوف نبدل من وضىىع الشىىحنات بواسىىطة الدورات ذات الاثمان السىىالبة، وسىىوف نسىىتخدم 

 اساسية.تلك الدورات التي تقع قممها السالبة في خلايا 

واذا لم يكن هناك دورات ذات اثمان سىىىىىالبة في الجدول فان هذا يدل على انه لايمكن تخفيض تكلفة النقل 

 اكثر من ذلك، ونكون بذلك قد وصلنا الى الحل الامثل.

وتتلخص الطريقة التوزيعية في البحث عن الدورات سالبة الاثمان، ثم نبدل وضع الشحنات في خلايا هذه 

وعند  ،بقاء باقي الشىىىىىىىىىىىىىىحنات على حالها( حتى لا يبقى في الجدول دورات سىىىىىىىىىىىىىىىالبة الاثمان الدورات )مع

تحسين الخطة بواسطة التبديل الدوري، فانه كما في طريقة السمبلكس نستبدل متغير غير اساسي بمتغير 

اسىىىية اسىىىاسىىىي، نم  خلية غير اسىىىاسىىىية في مقابل ذلك نفرغ خلية اسىىىاسىىىية، ولذلك يبقى عدد الخلايا الاسىىى

، ومن الممكن اثبات ان لكل خلية غير اساسية من خلايا جدول النقل توجد دورة 1- (m+n)دائما مساويا 

وحيدة احد قممها تقع في هذه االخلية غير الاساسية، وتوضع فيها اشارة + واذا كان ثمن هذه الدورة سالبا 

تي سوف تتبدل سوف تتحدد من العدد فانه يمكن تحسين الخطة بواسطة التبديل الدوري. وعدد الوحدات ال
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الاقل شىىىىىىىحنات التي تقع في القمم السىىىىىىىالبة للدورة، فنضىىىىىىىيف هذا العدد الاقل شىىىىىىىحنات التي تقع في القمم 

السىىىىىىالبة للدورة، فنضىىىىىىيف هذا العدد الى الخلايا االموجبة ونطرح من الخلايا السىىىىىىالبة للتوضىىىىىىيح نعود الى 

 مثل.المثال السابق ونحسنه حتى نصل الحل الا

 نبحث عن الدورات ذات الاثمان السالبة فتكون هي:

 
5            + 
 

        3 

8           -  
 

           27 
8         - 

           30  
7        + 

            0       

 
  

 

 

الخلية السىىىىالبة الصىىىىغرى من والى كل خلية حسىىىىب الاشىىىىارة الموجودة فيها تصىىىىبح هذه الدورة بطرح وجمع 

 يلي مع بقاء باقي الخلايا كما هي: كما

 
5 

               30 
8 

            0 
8 

                 3  
7 

              27 
 

 

 هناك دورة اخرى سالبة الثمن وهي:

 

 

 

   3 -  = 8 – 8 – 7 + 6  ثمن الدورة         

 
 

 

7               + 
        6 

8             - 
          12 

8             - 
             20 

6       + 
             0       

 ثمن الدورة
  7 + 5 – 8 – 8 = - 4 

         
 

 خلية غير اساسية
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 تصبح
 

7 
               18  

8 
                0 

8 
                8 

6 
                12 

 

 

 ويصبح الحل كما يلي:
 

 
الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

48 9 
 

6 5 
          30 

8 
            0 

10 
           18 1a 

30 5 
 

6 8 
           3 

7 
          27 

6 
2a 

27 7 
           18 

8 10 
           9 

7 8 
3a 

20 
8 

             8 
6 

           12 
4   

        
5 7 

4a 

الكميات  18 27 42 12 26 
 المطلوبة

 
 

 

 هذا الحل ليس حلًا امثلًا لانه مازال هناك دورات سالبة الاثمان وهي:

 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

    2 - = 10 – 7 – 8 + 7  ثمن الدورة            

  
 
 

 
 فتصبح:

 

8      + 
                 3 

7      - 
              27 

10      - 
                 9 

7       + 
               0 

 895تكلفة الشحن 
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8 

               12 
7 

               18 
10 

                0 
7 

                9 
 

 

 
 

 

 ويصبح الحل:

 
الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

48 9 
 

6 5 
          30 

8 
            0 

10 
           18 1a 

30 5 
 

6 8 
           12 

7 
         18 

6 
2a 

27 7 
           18 

8 10 7 
          9 

8 
3a 

20 8 
           8 

6 
           12 

4 5 7 
4a 

 
الكميات  18 27 42 12 26

 المطلوبة
 

 الحل ليس حلًا امثلًا لانه مازال هناك دورات سالبة الاثمان وهي:هذا 

 
 

5          + 
               30 

10        - 
               18 

8          - 
               12 

6         + 
               0 

 

 

 فتصبح:
 

5           
               42 

10         
               6 

8          
               0 

6         
               12 

 
 
 

  6+5-10-8 = -7ثمن الدورة  
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7          + 
               18 

7        - 
               9 

8          - 
               8 

5         + 
               0 

 

 فتصبح:
 

7           
               26 

7         
               1 

8          
               0 

5         
               8 

 
 
 
 

 

 ويصبح الحل:
 
 
 
 

الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

48 9 
 

6 5 
           42 

8 10 
           6 1a 

30 5 
 

6 7 7 
           18 

6 
          12 2a 

27 7 
         26 

8 10 7 
            1 

8 
3a 

20 8 
 

6 
           12 

4 5 
            8  

7 
4a 

الكميات  18 27 42 12 26 
 المطلوبة

 
 
 

 

 هناك دورة سالبة الثمن وهي:وهذا ايضا ليس بالحل الامثل لانه مازال 
 

 
5          + 

                 0 
   7         - 

             18 
7         - 

               26 
   7        + 

              1 

 7+5-7-7= - 2   ةثمن الدور 

 757تكلفة الشحن = 

 7+5-7-7= -2  ثمن الدورة
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 فتصبح:
 

5           
                18 

   7        
             0 

7          
               8 

   7         
              19 

 
 

 
 

 ويصبح الحل:
 

 
 

الكميات 
 5b 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

48 9 
 

6 5 
           42 

8 10 
             6 1a 

30 5 
           18 

6 8 7 6 
           12 2a 

27 7 
           8 

8 10 7 
           19 

8 
3a 

20 8 
 

6 
           12 

4 5 
           8 

7 
4a 

الكميات  18 27 42 12 26 
 المطلوبة

 

 لم ييق دورات سالبة الاثمان وبهذا يكون هذا هو الحل الامثل والذي تكون عنده تكلفة الشحن
 

 

 

 اوجد الحل الامثل لمشكلة النقل التالية::  2مثال 

الكميات 
 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

31 8 
 

6 7 10 
1a 

48 4 
 

5 6 5 
2a 

38 7 
 

6 7 8 
3a 

 الكميات المطلوبة 22 34 41 20 117

= 733 =7×8+5×18+6×12+5×42+5×8+7×19+6×12+10×6  
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 الشمالي الغربي فنحصل على:نجد الحل الاساسي حسب طريقة الركن اولا:  

 
 
 

الكميات 
 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

31 8 
 

6 7 
               9 

10 
             22 1a 

48 4 
 

5 
              23 

6 
             25 

5 
2a 

38 7 
              20 

6 
              18 

7 8 
3a 

 المطلوبةالكميات  22 34 41 20 117
 

 ثانياً:

 نحسن الحل فنبحث عن الدورات ذات الاثمان السالبة ونجري عليها التبديل وهي:

 
7          + 

               9 
10        - 

               22 
8          - 

              25 
5         + 

               0 
 

 

 فتصبح
 

7           
               31 

10         
               0 

6          
               3 

5         
               22 

 

 

 
 

4          + 
               0 

5       - 
               23 

7          - 
              20 

6         + 
               18 

 

 

 

 ثمن الدورة
4- =6-10-7+5                     

 ثمن الدورة
2- =7-5-4+6                       
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 فتصبح:
 

4           
               20 

5         
               3 

7          
               0 

6         
               38 

 
 يصبح الحل هو:

 

الكميات 
 4b 3b 2b 1b المتاحة

 م.س
 م.ا           

31 8 
 

6 7 
              31 

10 
              1a 

48 4 
              20 

5 
              3 

6 
             3 

5 
              22 2a 

38 7 
               

6 
              38 

7 8 
3a 

 الكميات المطلوبة 22 34 41 20 
 

 لانه لايوجد فيه دورات ذات اثمان سالبة وتكلفة النقل هي : ،هذا حل امثل
 
 
 
 

 DEGENERATE CASEالحالة المتداعية   2.10

، وتسىىىىىىىىىمى هذه الحالة 1-(m+n)قد يحدث احيانا ان يكون عدد المتغيرات)الخلايا( الاسىىىىىىىىىاسىىىىىىىىىية اقل من 

، وللتغلب 1-(m+n)بالحالة المتداعية، ومن المستحسن دائما ان يكون عدد الخلايا الاساسية مساويا الى 

التوازن العام حتى نصىىىىىل على الحالة المتداعية فاننا نغير من امكانيات مراكز الانتاج غير مخلين بشىىىىىرط 

 .1-(m+n)الى الحالة التي يكون فيها عدد الخلايا الاساسية مساويا 
 
 

 المطلوب ايجاد حل لمشكلة النقل الممثلة بالجدول التالي::  3مثال 

  668=4×20+6×38+5×3+6×3+7×31+5×22=  
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  3b 2b 1b الكميات المتاحة

40+E 4 
                   E 

5 
              20 

10 
             20              1a 

23 5 
               23 

4 
              

6 
               2a 

20-E 6 
              20-E 

3 7 
3a 

 الكميات المطلوبة 20 20 43 83
 

بعد الحصول على الحل الاساسي باستخدام طريقة الركن الشمالي الغربي كما هو مبين في الجدول اعلاه 

 E، للتغلب على هذه الحالة نضىيف 1=5-(m+n)والمفروض ان تكون  4نجد ان عدد الخلايا الاسىاسىية 

قريبة جدا من الصفر(  Eالى امكانيات مركز الانتاج الاول ونطرحها من امكانيات مركز الانتاج الاخير )

  E = 0.ويصبح الجدول كما هو اعلاه، ثم نحسن الحل حتى نصل الى الحل الامثل وعند ذلك نجعل 

 

  Special Cases  حالات خاصة   3.10

 ia j bعندما يكون  .1

يضىىىىاف الى مصىىىىفوفة مشىىىىكلة النقل ليوازي  Dummyفي هذه الحالة متغير مسىىىىاعد )غير حقيقي( 

او يقابل زيادة الطلب، وتكون تكلفة شىىىىىحن الوحدة من المصىىىىىدر المسىىىىىاعد الى كل مركز من مراكز 

 الاستهلاك مساوية للصفر. واليك المثال التالي للتوضيح:
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 العرض
 مراكز الاستهلاك

مراكز 
 الانتاج

الكميات  
المتاحة 
 )العرض(

 مراكز الاستهلاك
مراكز 
 3b 2b 1b الانتاج

 
3b 2b 1b 

300 
2 
 

3 5 
1a 

 
300 

2 3 5 
1a 

400 
1 
 

4 6 
2a 

 
400 

1 4 6 
2a 

50 

0 
 

0 0 

Dummy 

 700 
           

          
750 

250 200 300 
الكميات 
 المطلوبة

       الطلب 300 200 250 750
 
 
 
 

 ia< j bعندما يكون  .2

 

ولكن المتغير المساعد يضاف الى مراكز الاستهلاك ليقابل الزيادة في  ،وهذه الحالة تتبع نفس الشئ

 العرض وذلك كما في المثال التالي:

 
مراكز  مراكز الاستهلاك العرض

 الانتاج
 

 العرض
مراكز  مراكز الاستهلاك

 Dummy الانتاج
3b 2b 1b  3b 2b 1b 

300 0 
 

2 3 5 
1a 

 300 2 3 5 
1a 

400 0 
 

1 4 6 
2a 

 400 1 4 6 
2a 

 الطلب 200 200 250 50 700
 700 

       

650    
 الطلب 200 200 250
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 مسائل على مشكلة النقل4.10  
 

 اوجد الحل الامثل لمشكلة النقل التالية: .1

 

 مراكز الانتاج مراكز الاستهلاك العرض
5 4 3 2 1 

50 1 
 

4 3 2 3 
1 

125 2 
 

4 2 1 4 
2 

125 2 
 

3 5 0 1 
3 

 الطلب 100 60 40 75 25 
 

 

 الجواب:
 
 
 

 
مراكز للاسىىىىىىىىىىىىىىتهلاك عرض مراكز الانتىىاج وطلىىب مراكز  3مراكز للانتىىاج و  5في الجىىدول التىىالي  .2

الواحدة من كل مركز انتاج الى كل مركز اسىتهلاك مبينة في الاسىتهلاك وكذلك تكلفة شىحن الوحدة 

 الجدول:

 العرض
 مراكز الاستهلاك

 مراكز الانتاج
3 2 1 

25 30 20 10 1 
115 35 40 15 2 
60 40 15 20 3 
30 55 30 20 4 
70 25 30 40 5 

 الطلب 50 100 150 

100×1 + 60×1 + 40×2 + 25×4 + 25×4 + 25×3 + 25×1 = 540 

 دورات سالبة 4
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 اوجد الحل الامثل لهذه المشكلة

 

 الجواب:
 

 

 

 
 

 اوجد الحل الامثل لمشكلة النقل التالية: .3

 

 مراكز الانتاج مراكز الاستهلاك العرض
3 2 1 

100 4 
 

2 3 
1 

300 2 
 

4 0 
2 

400 3 
 

1 2 
3 

 الطلب 150 400 250 
 

 الجواب:
 
 

 

 

 

طن على الترتيب لخمسىىىىىىىىىىة مراكز  40،33،60وتقدم اسىىىىىىىىىىبوعيا  ،تقع ثلاثة مناجم في اماكن مختلفة .4
طن على الترتيب اسبوعياً،  30،18،20،45،22وهذه المراكز تطلب   E,D,C,B,Aاستهلاك هي 

 وتكلفة نقل الطن من المناجم الثلاثة الى كل من مراكز الاستهلاك هي كما يلي:

 
 

 

 

 اوجد الحل الامثل لمشكلة النقل هذه

50×15 + 10×20 + 60×15 + 30×30 + 15×30 + 65×35 + 70×25 = 7225 

 دورات سالبة 4

150×0 + 100×2 + 300×1 + 150×2 + 100×3 = 1100 

 دورتان سالبتان 

 على الترتيب 4،4،3،1،4هي  E,D,C,B,Aمن المنجم الاول الى 

 على الترتيب 3،2،2،3،2هي  E,D,C,B,Aمن المنجم الثاني الى 

 على الترتيب 4،4،2،5،3هي  E,D,C,B,Aالثالث الى  من المنجم
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 الجواب:

 

 
 

والكميات  B,Aالجدول التالي يعطي جميع المعلومات الضرورية عن الكميات المتاحة في المخازن  .5

وتكلفة شىىىحن الوحدة من كل مخزن لكل سىىىوق، وقد وضىىىع مسىىىؤول  IV,III,II,Iالمطلوبة للاسىىىواق 

الى السىىوق  Aوحدة من  12الشىىحن )اعتمادا على خبرته في مجال الشىىحن( الحل التالي للمشىىكلة: 

II  وحدة واحدة من  وA  الىIII   وحدات من  9 وA   الىIV   وحدة من  15وB  الىIII   و

 IIIالى  Cو وحدة واحدة من   Iالى  Cوحدات من  7

 

 IV III II I العرض
 السوق 

 المخزن             

22 3 4 2 5 A 

15 6 1 8 4 B 

8 5 7 6 4 C 

 الطلب 7 12 17 9 

 
 الامثل ام لا؟ ولماذا؟هل حل كاتب الشحن هو الحل 

 = تكلفة الشحن عند الكاتبالجواب:  

12x2 + 1x4 + 9x3 + 15x1 + 7x4 + 1x7 = 105 

 لكن تكلفة الشحن المثلى =

12x2 + 2x4 + 8x3 + 15x1 + 7x4 + 1x5 = 104  

 دورة واحدة سالبة
 .حل الكاتب ليس هو الحل الامثل 

 

15×2 + 7×3 + 45×1 + 20×2 + 18×2 + 15×4 + 13×4 + 2×0 = 284 

 دورات سالبة 5 
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 حل مشكلة النقل التالية: .6

 

 1 2 3 4 العرض
 م.س

 م.م          
20 4 2 1 2 1 
9 3 4 3 1 2 
14 5 2 3 1 3 

 الطلب 7 15 10 11 

 

 الجواب:

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

7×1 + 15×1 + 3×2 + 7×2 + 2×4 + 9×3 = 77 

 دورات سالبة 5 
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